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本 书 以 应 用 群 论 的 方法 和 成 果 为 目的 来 阐述 群 论 和 光谱 ， 内 容 除 有 限 群 及 
其 表示 、 李 群 基础 、 群 论 在 量子 力学 中 的 应 用 原则 外 ,还 讨论 了 拉 卡 群 和 代数 、 
分 子 点 群 、 晶体 点 群 和 空间 群 ,以 及 它们 分 别 在 复杂 原子 光谱 晶 场 光谱 和 波谱 、 
晶体 光谱 中 的 应 用 。 讨论 了 这 些 光 谱 所 涉 能 级 、 谱 强 和 选择 律 . 谱 形 等 及 其 分 
析 方 法 . 

本 书 叙 述 注重 概念 、 方法、 数学 和 物理 概念 的 密切 联系 ,强调 物理 概念 的 准 
确 性 .不 仅 旨 在 正确 理解 和 使 用 已 有 的 各 种 分 析 方 法 、 群 论 和 张 量 算 符 表册 ， 
而 且 也 为 进一步 学 习 各 种 光谱 理论 莫 定 必要 的 基础 ， 除 部 分 内 容 可 用 为 有 关 专 
业 研 究 生 或 高 年 级 大 学 生 的 群 论 教材 外 , 对 象 主要 是 物理 、 化学, 材料 科学 、 光 
学 等 领域 中 从 事 各 种 光谱 , 波谱 , 乃至 核 谱 工作 的 实验 和 实际 工作 者 . 
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中 国 科学 技术 大 学 物理 系 夏 上 达 教 授 从 事 教学 与 科研 有 年 。 
他 的 科研 专长 在 固体 发 光学 ， 以 在 科研 教学 中 积累 的 心得 ,他 编 _ 
著 了 《 群 论 与 光谱 》 一 书 。 这 是 他 从 事 固体 光谱 (特别 是 晶 场 光谱 ) 
多 年 的 理论 分 析 研 究 的 结晶 ， 

这 本 书 是 运用 群 论 的 方法 及 其 研究 成 果 曾 述 群 论 与 光谱 这 一 
学 科 , 重点 放 在 基本 概念 .方法 和 理解 使 用 ,注意 到 数学 语言 和 物 
理 概 念 的 密切 联合 ,强调 物理 概念 的 正确 性 。 

群 论 原 出 于 数学 的 一 支 ,但 当 它 一 经 与 物理 学 或 其 它 学 科 相 
结合 , 它 的 效用 于 是 扩大 了 。. 群 论 的 数学 本 身 也 有 所 发 展 。 

群 论 的 应 用 主要 开发 已 知 的 对 称 性 ,可 以 简化 数值 计算 之 繁 ， 
转 而 能 从 中 获得 明确 的 定性 结论 。 所 有 原子 .分子 现象 都 属 此 范 
财 。 光 谱 是 原子 .分 子 运动 的 表示 之 一 种 ,光谱 学 自 是 群 论 用 武 
28. 

说 来 群 论 间 入 光谱 学 中 也 不 算 迟 。 在 Condon 和 Shortlev 合 
著 的 《原子 光谱 理论 》 书 中 说 了 一 段 小 故事 :1928 年 狄 喇 克 (Dirac) 
在 普林斯顿 作 一 次 学 术 报 告 , 题 为 “ 自 旋 变 量 与 能 量 交 换 ”, 怀 尔 
(Weyl) 提 出 问题 说 ; “报告 人 曾 说 不 用 群 论 可 推导 出 这 些 结果 来 
的 ” 。 狄 喇 克 回答 说 :“ 我 得 出 的 结论 确 没有 用 前 所 已 知 的 群 论 概 
Ж" ， 这 是 群 论 上 的 名 言 :“ 没 有 群 论 却 有 了 和 群 论 ”。 

现在 不 单 在 核 外 物理 中 运用 群 论 ,就 在 核 物理 领域 内 运用 量 
子 力学 时 ,也 有 和 群 论 的 足迹 。 这 是 学 科 与 学 科 之 间 相 结合 从 而 产 
生 新 学 科 的 必然 结果 。 科 学 的 发 展 没有 终止 之 日 。 ЕТК, 
学 发 展 无 终结 。 

谨 以 此 语 写 于 《 群 论 与 光谱 》 书 端 以 为 序 ， 
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ВЈ 2 

群 论 和 群 表示 论 作为 描述 和 体现 物质 系统 对 称 性 的 数学 工具 ， 
近 几 十 年 来 已 广泛 深入 地 融合 应 用 于 物理 学 和 化 学 ,特别 是 描述 
物质 微观 结构 和 微观 运动 规律 的 量子 理论 中 。 因 而 ,掌握 群 论 的 
概念 .方法 和 已 有 成 果 , 已 经 成 为 广泛 而 追 切 的 需求 , 高 等 院 校 有 
关 专 业 也 已 将 群 论 列 为 研究 生 必 修 课 或 高 年 级 学 生 的 选修 课 ， 
不 难 想像 :由 于 近代 科学 中 各 种 各 样 的 “ 谱 ” 常常 就 是 微观 “量子 
性 ”的 直接 反映 ,所 以 , 群 论 对 各 种 谱 学 尤为 重要 , 甚至 不 可 或 缺 ; 
反 过 来 ,对 于 谱 的 分 析 研 究 也 是 群 论 应 用 的 典型 领域 。 光 谱 就 是 
一 个 突出 的 例子 ， 

作者 在 中 国 科技 大 学 物理 系 研究 生 班 . 高 年 级 专业 班 和 其 
它 场合 多 次 讲授 过 群 论 以 及 群 论 对 光谱 的 应 用 ,并 作为 固体 光学 
专业 教师 与 主要 从 事实 验光 谱 学 研究 的 同事 们 密切 配合 ,从 事 过 
固体 光谱 (特别 是 晶 场 光谱 ) 的 多 年 理论 分 析 研 究 。 本 书 是 在 这 
些 教学 和 科研 体验 的 基础 上 写成 ,尝试 以 应 用 群 论 方法 和 成 果 为 
上 且 的 来 前 述 群 论 和 光谱 。 因 而 ,叙述 力求 做 到 概念 和 方法 清晰 、 
数学 和 物理 联系 密切 而 准确 ,并 引 疝 正确 理解 和 使 用 已 有 的 群 论 
和 张 量 算 符 表册 ,也 希望 能 提供 一 个 进一步 学 习 各 种 光谱 理论 的 
基础 . 书 中 对 于 篇 幅 较 大 的 证 明 , 均 标 以 < 证 明 > 和 < 证 完 > 
将 其 限定 框 划 出 来 ,以便 读者 选择 阅读 。 对 初学 者 建议 先 略 去 证 
明 不 看 . 

本 书 假定 读者 已 学 过 量子 力学 和 原子 物理 , 也 学 过 一 些 线性 
БЭХ, 头 两 章 主要 介绍 有 限 群 及 其 表示 ,并 以 关于 水 分 子 的 正则 
振动 的 较 详 细 分 析 作 为 它们 在 (经 典 ) 物 理学 中 应 用 的 典型 示 
例 。 第 三 章 通 过 延伸 量子 力学 角 动 量 理论 ,初步 介绍 李 群 . 李 代 
数 基础 概念 并 以 球 对 称 群 为 例 ." 写 这 一 章 , 一 方面 意 在 讲 一 点 连 

1) 关于 角 动 量 和 第 四 章 第 五 节 的 球 张 量 理论 本 身 的 某 些 部 分 ,凡是 量子 力学 教 
程 一 例如 [3] 已 讲 过 的 ,都 避免 重复 并 注意 了 衔接 。 


续 群 初步 ,一 方面 是 为 了 给 第 五 章 作 个 准备 ， 凡 是 对 李 群 及 第 五 
章 不 感 兴趣 的 读者 ,可 以 只 从 第 三 章 的 举例 中 了 解 到 群 SO (3)、 
群 SU (2) 的 有 关 定 义 及 它们 的 关系 ,就 可 没有 困难 的 阅读 第 四 章 ， 
以 了 解 群 表示 论 在 量子 力学 中 的 应 用 原则 , 从 而 完成 关于 群 论 、 
群 表示 论 及 其 应 用 原则 这 些 基本 内 容 的 学 习 ， 

本 书 其 余 各 章 分 别 介绍 复杂 原子 . 分 子 和 络 离子 . 晶体 的 光 
谱 及 群 论 在 其 中 的 应 用 ,读者 可 选择 使 用 。 第 五 章 讲 拉 卡 群 和 拉 
卡 代数 对 分 析 复 杂 原 子 光谱 的 应 用 , 引 向 正确 理解 和 使 用 文献 [9 
关于 广 组 态 的 光谱 系数 表 ; 第 六 章 用 量子 化 学 中 习惯 的 熊 夫 利 斯 
符号 讲 分 子 点 群 及 其 表示 。 第 七 章 讲 晶 场 光谱 和 分 子 光谱 。 重 
点 在 晶 场 光谱 ,用 到 了 第 五 . 六 章 , 并 对 谱 的 各 方面 作 了 较 详 细 分 
析 , 也 介绍 了 常用 的 几 种 不 同 表 象 ;第 八 章 讲 晶体 点 群 和 空间 群 
(用 了 国际 符号 并 介绍 了 它 与 熊 夫 利 斯 符号 的 关系 )。 这 章 内 容 
介 于 晶体 学 和 物理 学 之 间 , 通 常 的 固体 物理 书 讲 了 一 点 ,但 科研 
中 尚 嫌 不 足 , 故 予以 补充 并 单列 一 章 。 第 九 章 讲 空间 群 表示 入 
体 谱 ,本 章 没 有 引信 一 般 的 “分 导 表 示 ”、“ 诱 导 表 示 ” 概念 ,“ 允许 
表示 ”概念 的 引入 也 比较 直接 了 当 。 本 章 还 分 别 以 2 维 的 一 个 点 
式 群 和 一 个 非 点 式 群 为 例 ,把 空间 群 的 完整 表示 (而 不 只 是 “小 表 
示 ”) 的 结构 和 特点 显示 出 来 。 除 讲 了 空间 群 表 示 对 电子 能 带 和 
格 波 的 应 用 外 ,也 介绍 了 时 间 反 演 不 变 所 引入 的 附加 简 并 等 问题 。 

因 扎 稿 时 间 不 够 充分 , 如 有 疏漏 之 处 , 敬 请 读者 不 音 指 正 。 

作者 诚 刺 感 谢 中国 科 学 院 长 春 物理 研究 所 “激发 态 物理 ” 开 
放 实 验 室 和 钱 临 照 教授 , 徐 叙 zs 容 教授 , 许 少 鸿 教授 及 处 家 琪 教授 
等 对 本 书 出 版 的 大 力 支 持 和 积极 推荐 。 我 的 同事 楼 立 人 同志 对 
本 书 初稿 提出 了 许多 宝贵 的 意见 ,我 的 研究 生 段 昌 奢 在 校 定 此 书 
中 做 了 许多 工作 。 科 学 出 版 社 长 春 编辑 室 的 赵 书 云 同志 在 此 书 
出 版 中 也 给 于 很 大 支持 。 在 此 一 并 致谢 


Я ЕЖ 
一 九 九 一 年 五 月 


-4- 


引 


客观 物质 世界 复杂 多 变 的 现象 总 是 遵循 某 些 基本 的 规律 , 从 
而 在 其 较 基本 的 层次 上 表现 出 某 些 简单 性 和 统一 性 。 这 和 各 种 
各 样 的 对 称 性 有 着 深刻 的 内 在 联系 。 就 物理 学 而 言 ,所 谓 一 个 物 
理 系 统 具 有 某 种 对 称 性 ,通常 指 该 系统 的 哈密 顿 量 在 某 种 变换 
( 称 为 对 称 变换 ) 下 具有 不 变性 。 一 类 这 种 对 称 变换 的 集合 , 常 给 
出 数学 上 的 一 个 (对 称 变换 ) 群 , 群 论 就 研究 这 个 集合 。 因 而 群 论 
是 研究 系统 对 称 性 质 的 数学 工具 。 根 据 群 论 , 特别 是 群 表示 论 ， 
可 以 导出 对 系统 的 各 种 定性 和 定量 的 结论 。 这 些 结论 是 可 靠 的 ， 


Ші 


”只 要 所 依据 的 对 称 性 是 可 靠 的 。 这 些 结论 也 是 充分 一 般 的 , 即 和 
该 系统 的 动力 学 细节 无 关 。 同 时 ,对 这 种 对 称 性 的 认识 也 可 大 大 -- 


简化 有 关 动 力学 方面 的 分 析 和 计算 ,这 对 于 复杂 体系 的 研究 显得 
尤为 重要 。 

特别 在 微观 物理 中 , 由 于 研究 对 象 是 较为 基本 的 微观 物理 系 
统 ,它们 具有 更 为 广泛 和 一 般 的 对 称 性 。 例 如 所 有 的 电子 就 其 本 
性 来 说 都 是 全 同 的 , 所 有 的 氧 原子 亦 然 , 它们 是 组 成 各 种 宏观 物 
体 的 “ 基 元 ” 。 这 就 给 对 称 性 的 应 用 带 来 更 多 机 会 ,使 对 称 性 的 研 
究 更 为 重要 ,更 富 效益 ; 另 方面 ,量子 物理 学 比 经 典 物 理学 更 为 复 
杂 , 特别 是 对 于 复杂 微观 系统 更 须 应 用 对 称 性 来 简化 处 理 ; 再 者 ， 
微观 物理 正 处 于 探索 未 知 领域 (例如 更 基本 的 物质 结构 层次 ) 的 
前 沿 ,应 用 已 确立 或 试探 中 的 对 称 性 作为 依据 ,利用 群 论 来 帮助 
探索 基本 规律 等 ,业已 证 明 是 非常 有 效 的 ， 具 体 而 言 , 例 如 : 

一 、 根 据 对 称 性 来 判断 和 分 类 标志 所 研究 系统 的 基本 物理 量 ， 
如 守 便 力学 量 , 定 态 波 函数 。 

二 , 判断 过 程 始末 态 关 系 ,如 选择 定 则 。， 

三 、 判断 相关 物理 过 程 间 关系 ,例如 光 吸 收 中 图 偏 和 线 偏振 
光 强 之 比 。 
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ШИ 简化 动力 学 计算 ,如 用 所 谓 对 称 化 匹配 波 函 为 基 约 减 需 
对 角 化 的 哈密 顿 和 矩阵 的 维度 。 

五 , 在 基本 粒子 研究 中 探索 基本 运动 方程 ,分 类 和 预言 粒子 
等 。 这 些 都 具体 说 明了 上 面 的 论述 . 

光谱 是 微观 系统 (特别 是 原子 ,分子 晶体 中 的 电子 和 原子 ) 
在 由 电磁 力主 宰 的 微观 能 态 之 间 发 生 量子 跃迁 时 所 涉 光 子 的 能 
谱 , 因 而 是 这 些微 观 能 态 的 直接 反映 ,是 用 以 研究 物质 微观 结构 
的 有 力 手段 。 特 别 是 技术 上 广泛 应 用 的 光学 材料 和 光谱 分 析 技 
术 , 更 离 不 开光 谱 的 研究 。 而 如 上 所 述 ,微观 状态 和 过 程 的 研究 
非常 地 依赖 于 群 论 的 应 用 (例如 分 子 和 晶体 中 电子 态 的 标志 就 是 
点 群 和 空间 群 表示 符号 ,一 般 量 子 力学 教程 没有 讲 到 ) ,所 以 群 论 
和 光谱 的 关系 非常 密切 。 一 般 接 触 各 种 光谱 ,乃至 波谱 . 能 谱 . 核 
谱 的 实验 或 实际 工作 者 都 会 有 深刻 的 感受 

本 书 以 应 用 群 论 的 方法 和 成 果 为 目的 来 阐述 群 论 和 光谱 。 除 
群 论 和 群 表示 论 基础 外 ,重点 在 原子 、 络 离子 . 分 子 和 原子 能 、 固 
体 中 的 电子 态 , 声 子 态 及 有 关 光 谱 。 
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第 一 编 群 论 和 群 的 表 不 论 基 础 
第 一 章 “ 群 的 基本 概念 和 有 限 群 


本 章 介 绍 群 的 各 种 基本 概念 。 这 些 概 念 对 于 有 限 群 和 连续 群 
都 是 基本 的 。 但 本 章 在 引入 它们 时 ,大 多 是 就 有 限 群 情况 来 表述 
的 。 


第 一 节 群 的 定义 和 举例 


本 节 引 入 群 的 定义 和 有 关 概 念 ,同时 举 一 些 简单 的 例子 。 
一 , 群 的 定义 


群 G 是 若干 元 素 g (i= 1,2,… ) 的 集合 ,在 这 些 元 素 间 定义 了 
乘法 运算 并 满足 以 下 四 个 条 件 : 

1. 封 闭 性 ”集合 中 任意 两 元 素 % 和 g 的 乘积 (可 以 是 同一 元 
素 的 自 乘 ) 仍 是 此 集合 内 一 个 确定 的 元 素 : 

若 g 5G,g5cG, 必 有 gg 5cG 
上 式 中 用 了 符号 4c B 表示 “A 属于 B”。 

2. ВВЕ 若 g,g.g5cG 

则 g (9; %) = (6 9 9, 
3. ЖЕЕ = g, 对 任意 群 元 gc G 均 有 


Ед. =9Е =9, (1.1) 
4.90155 ”对 任意 群 元 ge G 存在 其 逆 元 g-!eG 使 
gi 9=g9 = Е (12) 


式 (1.2) 表 明 逆 元 是 相互 的 。 可 证 这 样 定义 的 恒 元 是 唯一 的 ,元 素 
g 的 逆 元 g-: 也 是 唯一 的 。 
一 般 言 , 群 元 乘积 不 可 对 易 。 若 对 任意 g ,gc G 有 


999; 9, (1.3) 
则 该 群 G 称 为 阿 贝 尔 群 (Abelian )。 
元 素数 目 有 限 的 群 称 为 有 限 群 ,元 素 的 数目 户 称 为 有 限 群 的 
阶 。 元 素数 目 无 限 的 群 称 为 无 限 群 ,如 果 其 元 素 可 用 一 组 连续 参 
数 描写 , 则 称 连续 群 。 
如 果 一 个 有 限 群 可 写成 如 下 n 个 元 素 的 集合 


G={E,R, R’,…R"!} (1.4) 
其 中 Е= К" (1.5) 
则 称 G 为 n 阶 循环 群 。 循 环 群 一 定 是 阿 贝 尔 群 。 


=. 群 的 举例 


群 元 素 的 物理 意义 多 种 多 样 ,相应 的 群 元 乘法 的 定义 也 形 形 
色色 。 

例如 ,= 个 复数 

еї" | (т-1,2/9п) (1.6) 

可 给 出 n 阶 循环 群 , 群 元 乘法 就 是 复数 乘法 , 恒 元 是 1; 所 有 整数 
可 给 出 无 限 ( 可 列 ) 群 ,整数 加 法 为 群 乘法 , 恒 元 为 0; 全 部 复数 可 
给 出 连续 群 ,复数 加 法 为 群 乘法 , 恒 元 为 0;n 维 矢量 通过 矢量 加 
法 (定义 为 群 乘法 ) 也 给 出 一 连续 群 。 

现代 物理 学 中 应 用 较 普遍 的 是 变换 操作 ( 标 符 ,和 矩阵) 作为 群 
元 的 群 , 群 元 的 乘积 定义 为 相继 变换 。 鲍 如 ,n 个 客体 排列 次 序 的 
变换 给 出 置换 群 5,; 自然 界 三 维 空间 的 全 部 旋转 构成 的 连续 群 R， 
和 由 空间 反 演 ;形成 的 二 阶 群 C= (E ,i ) 描述 原 ( 离 ) 子 的 空间 对 
称 性 ; 由 有 限 个 旋转 和 反 演 (或 面 反映 c ) 形 成 的 分 子 点 群 描述 分 
子 (或 原子 篮 ) 的 空间 对 称 性 , 有限 点 群 和 卓 格 平移 联合 给 出 的 空 
疝 群 描述 晶体 空间 结构 的 对 称 性 。 这 些 都 是 本 书 讨论 的 重点 ; 此 
外 ,相对 论 四 维 时 空中 旋转 变换 的 罗 伦 兹 (Lorentz ) 群 ,描述 各 种 
抽象 空间 变换 的 么 正和 矩阵 (连续 ) 群 等 对 于 核 和 基本 粒子 物理 的 
研究 早 有 应 用 .而 某 些 n 维 么 正 连续 群 ,例如 拉 卡 (Racah) 定 义 
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的 群 ,对 于 复杂 原 ( 离 ) 子 的 量子 态 和 光谱 的 应 用 已 日 益 普 及 ,本 
书 也 要 介绍 拉 卡 群 和 代数 的 这 种 应 用 。 


三 .有限 群 的 乘法 表 


可 以 将 有 限 群 元 素 的 乘积 排列 成 群 的 乘法 表 , 表 中 的 元 素 是 
其 所 在 行 左 侧 的 元 素 和 所 在 列 顶 上 元 素 的 乘积 , 如 表 1.1 和 表 1.2 
所 示 。 表 1.1 的 群 是 四 阶 循环 群 C,= (全 ,C,.C2,Ca), 其 中 C, 是 
绕 某 轴 С, # :25/4--л/2 的 旋转 ; 表 12 的 群 是 四 阶 群 C,,= (Е, 
С,д, 5,/), 其 中 7 和 分 别 是 对 于 面 c 和 о, 反映 。 这 些 轴 和 面 如 
图 1.1 所 示 。 这 两 个 表 是 不 同 的 ,并 且 是 四 阶 群 仅 可 能 有 的 两 种 乘 
法 表 ， 当 然 , 群 元 的 意义 可 以 改换 。 例 如 表 1.1 中 的 С, 可 换 成 虚 
г, 1.2 中 的 C, о, 可 分 别 换 成 空间 反 演 i ЯН ОЙ Т 
等 。 群 元 意义 或 符号 的 改换 不 影响 乘法 表 , 即 不 改变 群 的 结构 和 
жж. 


811 群 C, 的 乘法 表 表 1.2 群 C,. 的 乘法 表 


11 和 群 C.. 的 对 称 轴 和 反映 面 


不 难看 出 乘法 表 的 任何 一 行 (或 列 ) 有 如 下 特点 : 
1. 没有 任何 两 元 素 相同 : 
"аф 44917990, 
2. 不 同 于 其 它 行 (或 列 ): 
Л ЛМ2017277 
3. 重 排 了 全 部 群 元 素 : 
即 9.G={g,9.,099,. 9.9,} (1.7) 
重 排 了 G 中 元 素 。 类 似 地 ， 
Gg={g 9:99, "9, 9;} (1.8) 
和 GI={g,! » 9 И 9 ' } (19) 
也 都 重 排 了 G 中 的 元 素 。 


四 . 有 限 群 的 生成 元 


有 限 群 中 任 一 元 素 作 适当 罕 次 的 自 乘 总 可 以 得 到 恒 元 巨 ( 否 

则 群 的 阶 不 可 能 是 有 限 的 ), 即 . 
К" = Е (1.10) 

ЭХ БЭ К п 称 为 群 元 К.В 

有 限 群 的 每 个 群 元 素 都 可 表 为 尽 可 能 少 的 几 个 群 元 素 (生成 
元 ) 及 其 医 的 乘积 。 一 个 群 的 一 组 生成 元 的 选择 不 是 唯一 的 。 但 
因 其 个 数 要 尽 可 能 少 , 故 这 组 生成 元 中 的 任 一 生成 元 不 能 再 用 其 
它 生 成 元 的 乘积 表示 。 这 些 生成 元 满足 的 基本 关系 称 为 * 生 成 关 
Е”. 

例如 : ЖС, 的 生成 元 是 (223 С2- Е. 群 С,, 的 生成 元 可 
选 为 С, 和 0,, 满足 С2-а2 = (С, о ,) ?= 巨 或 5, 和 9, ,满足 
ZI (0,’0,)’ -Е, 又 如 群 Cu={B， С, ,C7 ,0 ,0 55 ,9,9)} 
805: 20513289) Сото, Е Сї 0,0" (С:6, у 等 等 ， 
这 个 群 的 对 称 轴 和 反映 面 的 投影 如 图 6.5 所 示 。 更 多 的 例子 可 见 
第 六 章 等 ， 

就 变换 算 符 群 G 的 应 用 而 言 ,车 物理 系统 对 于 群 G 的 生成 元 


= 4 


是 变换 不 变 的 , 则 对 于 群 G 的 所 有 元 素 都 是 不 变 的 , 即 群 G 是 该 
系统 的 对 称 变换 群 。 


55-00 群 的 各 种 子 集 


本 节 首 先 介绍 群 的 子 集 及 其 乘积 的 一 般 概念 ,然后 讨论 共 圈 
元 素 类 , 子 群 及 其 陪 集 等 几 种 子 集 . | 


一 、 子 集 . 复元 及 其 乘积 


1, 子 集 是 群 G 的 部 分 元 素 的 集合 ,其 中 元 素 的 排列 次 序 无 关 
紧要 。 集 合 中 元 素 的 个 数 可 以 小 诗 1 (如 恒 元 五 ), 也 可 以 大 至 群 
G 的 阶 h (这 时 子 集 就 是 群 G 本 身 )。 

两 子 集 相等 4=B 意味 着 4cB 及 Bc 4。 

子 集 А={а,,а,,` а, }йй 

Al={a 7,2,7), а!) (1.11) 

复元 (Complex ) 4 就 是 子 集 4 ,但 强调 其 整体 性 , 即 作为 一 
个 元 素 看 待 。 

2. 子 集 4={a,a,,… a,} 和 B={b,,b，, Ии 


АР В-(-- 9 х (1.12) 


而 子 集 4 和 8B 的 内 积 (4， наяв. в 中 不同 元 素 的 集合， 
即 子 集 4，B 中 多 次 出 现 的 元 素 只 取 一 次 ?。 

于 是 ,前 节 讨论 乘法 表 时 提 到 的 关系 (1.7) 和 (1.8) 可 用 复元 
(或 子 集 ) 的 乘积 写 为 : 

G=g:G=Gg,=(G* 6) ( 当 geG) (1.13) 

上 式 中 乘积 g, G 这 种 写法 不 会 引起 混淆 , 因 将 它 理解 为 ag. G 或 
(g.，G) 均 一 样 。 但 (G。G ) 则 只 能 是 内 积 , 而 许多 书 也 写成 GG ， 
要 注意 其 准确 含意 。 


1) 许多 书 在 论 及 4.B 或 (4" 8) 时 均 写 为 4 号 ,注意 不 要 混 清 。 


二 、 буяп 


9022 
ва. 9 G, 则 g.=g gg9) Бонна, 2309. 69507 
元 素 一 般 不 止 一 个 , 91218 938 , НЫ Ж 
有 某 些 相同 的 性 质 , 例如 有 相同 的 阶 ,作为 转动 算 符 时 有 相同 的 
转角 、 互 为 相似 变换 算 符 等 。 
2. 群 的 类 
群 G 中 互相 共 轿 的 元 素 的 一 个 完全 集合 称 为 群 G 的 一 
类 。 例如 g 所 属 的 类 可 写 为 
C={9g,9,9)"} (1.14) 
Яно НН С 全 部 元 素 ,C, 中 多 次 出 现 的 元 素 只 取 一 次 。 若 对 
某 个 g Ч дуга, дуал! , 则 这 个 类 也 可 以 9 为 代表 , 即 标 为 Cu。 
有 公共 元 素 的 两 类 必 全 同 , 即 不 同 的 类 不 相交 。 
显然 ,着 gcG, 则 
giCigr =C, (1.15) 
显而易见 ,任何 群 中 恒 元 互 自 成 一 类 , 阿 贝尔 群 中 各 元 素 均 
自 成 一 类 。 
. .例如 , 群 C,, 中 的 互 , С.о, с 各 成 一 类 ; 群 C, 中 的 Е, 
С,,С2 ,Ce 也 各 成 一 类 ;而 群 C,, 中 有 三 类 :已 ， 2С,,30,. 更 多 的 例 
子 可 见 第 六 章 等 。 
3. 类 的 乘积 
类 的 乘积 用 子 集 的 乘积 而 非 内 积 定义 , 它 由 完全 的 类 组 成 ， 
С,• С,= {а aa 
={a ba Б, а а,Ь, } (1.16) 


n m 


= У ас, (117) 
14 
其 中 a 是 非 负 整数 , 求 和 遍及 群 的 所 有 类 。 即 群 G 的 类 的 乘积 


- 6 - 


C。C, 由 群 G 中 每 一 类 СЭ ШЭНЭ НЕК ас, ВЕЗЕТ. 
< 证 > 设 асс, CO ,gg G 
则 0, (а bi)g. = (0, а, 0,7) (0, 5, 8:7) 
= а,Ь,с Cs* С, 
亦 即 ,和 (a, bi) 同 类 的 元 素 全 在 C,， СФ; 
УХФ а, Буга, b; На, а, 5,798, ХЕ С, • С, 中 元 素 (a Ь,) 
又 以 (a, by ) 形 式 再 次 出 现 , 则 
0, 0, bs)g: = (9, a 9; ') (9; bs 9g: ') 
=а, b,c CC, 
АН а, Б,.= а,Ь, \Ва,*а, , Ь.%Ь, 
亦 即 (a。by) 在 С, С, 中 出 现 几 次 , 它 所 属 的 类 也 出 现 几 次。 
三 . 子 群 和 陪 集 
1238 
ЖОН РЕНЕА, 则 五 称 为 G 的 子 群 ， 
恒 元 E 和 群 G 自身 是 群 G 的 平庸 子 群 , 常 不 计 。 
” 例如, 群 C 有 如 下 子 群 : 
群 C={E,C;,C?} 和 群 CO={E ,6.0]} 
群 CO={B ,co) } 等 


2. 陪 集 
1) 设 gE 是 群 G 的 元 素 但 不 是 其 阶 ) 子 群 互 的 元 素 , 则 
gH={g ,9 hh, gh,} (1.18) 


称 为 互 的 左 陪 集 。 左 陪 集 gH 也 是 一 个 nn 元 素 子 集 ,但 非 一 个 子 
群 , 因 它 不 含 伍 元 Е. 

因 (00 Н-0/Н-а, (8 ,Н)-4Н , 故 g 互 也 可 以 g 为 代表 ， 
即 写 为 9 五 ,其 中 g =gj 是 9 五 中 的 任 一 元 素 。 

g 囊 不 含 吾 的 任何 元 素 , 即 g 吾 和 五 完全 不 相交 。 否 则 , 设 
аћ,= одр Л ЄН ,ЯЛЕИЖ Л. 


2) #5е06189#НН дон, ДТ о НЕН 
ЖАН, Ш, Н ЖАН; 这 样 划 分 下 去 , 必 将 群 G 的 元 素 正 
好 分 完 。 否 则 , 设 剩 下 一 个 群 元 g; , 它 不 在 囊 和 上 述 左 陪 集中 ， 
而 左 陪 集 gH 的 其 余 元 素 又 必须 在 上 述 这 些 子 集中 , 即 和 它们 相 
交 , 与 上 述 结论 矛盾 。 

所 以 , 群 G 可 表 为 电 及 其 各 不 同 左 陪 集 之 和 : 


G-H+gH+gH+ (1.19) 
若 群 G 为 h 阶 有 限 群 , 则 上 述 和 必 仿 有 限 m 项 , 且 
m=h/n (1.20) 


“ 称 为 子 群 Н 的 指数 ( 拉 格 朗 日 定理 ) . 
3) 类 似 的 , 可 定义 子 群 Н 的 右 陪 集 
Hg.={g.,h, gh, g, } (1.21) 
上 述 讨论 仍然 成 立 。 . 
注意 ,一 般 而 言 , 陪 集 g,Hz Но, (1.22) 
4) 89: ШС,-С,42,0С, 
一 { Е, CC3 89,898.) 
ШОС,-С,-0,С,-03С, 
-1Е,5,9)-16,69)-103,0) 
更 多 的 例子 可 见 第 六 章 等 。 
3, 正规 (不 变 ) 子 群 及 其 商 群 
1) 正规 子 群 若 对 一 切 ge G, 子 群 Н 的 左右 陪 集 相 等 
gH= Hg, (1.23) 
则 子 群 五 称 为 群 G 的 正规 予 群 。 注 意 ,虽然 阿 贝 尔 群 的 所 有 子 
群 均 满足 上 式 ,但 上 式 并 不 要 求 g 和 子 群 及 的 元 素 h, 对 易 , 因为 
式 (1.23) 意 味 着 
9,1, 1,0, (124) 


其 中 及 ,和 hh, 均 属于 子 群 肪 ,但 可 以 不 相同 . 
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式 (123 ) 可 改写 为 : 
gHg™" =H (1.25) 
它 表 明 , 正规 子 群 Н 中 任 一 元 素 hh 在 群 G 中 的 整 类 元 素 都 在 五 
中 (但 不 一 定 在 瑟 中 仍 属 同类 ,因为 g 可 能 不 在 互 中 )。 这 一 性 
质 和 定义 式 (1.23 ) 是 等 价 的 。 
例如 : 群 C; 是 群 Cu 的 正规 子 群 ， 但 群 C, 只 是 群 C;, 的 子 群 而 
非 正 规 子 群 ; 群 C,= (Е. С, ) 是 群 C,, 的 正规 子 群 等 . 
2) 商 ( 补 ) 群 
将 群 G 的 正规 子 群 H 及 其 陪 集 均 视 为 复元 , 按 复元 内 积 定义 
复元 间 的 乘法 , 则 所 有 这 些 复元 的 集合 构成 群 СУН, а 关 
ТАЖЕН 的 商 群 : 
G/H={H,gH ,gH,…}={E ,9g ,g,,…}H 
={H, Hg,, Hg,,…}=H{E,g ,9,…} (1.26) 
这 些 复元 的 集合 确实 构成 群 。 因 为 , 按 复 元 内 积 , 有 : 
HG@H)=H(Hg)= Hg=gH 
(Н) 6Н) = (gH)(Hg)=g (Нд) = (9.9)H 
(ОН) (9 ' Н) = (9Н) (Нд!) =9 (Нд!) = (gg ')Н=Н 
人 人 内 为 单位 复元 ,每 复元 的 逆 也 
在 集合 内 。 复 元 内 积 也 满足 结 
例如 : 群 C:, 有 商 群 CC,= (с, 9.0C;}。 如 前 所 述 , 这 个 商 
群 的 元 素 一 陪 集 ctC; 也 可 写 为 .2C; 或 6C;。 这 个 陪 集 是 三 
个 反映 的 集合 ,可 用 其 中 任何 一 个 作为 代表 。 


第 三 节 ”直接 乘积 群 


本 节 将 讨论 的 直 乘 群 概念 可 以 简化 对 某 些 群 的 研究 , 也 可 用 
以 扩大 已 知 的 群 。 


—. ЕХ 


ПНВ КМ СО 的 两 个 子 群 ,而 且 


1. 群 豆 和 和 群 玉 元素 可 对 易 : 
ЖОЄН,К,ЄК.Я к=к, (127) 
2. 群 G 的 每 个 元 素 都 可 唯一 的 写成 上 述 乘 积 : 
#9, G, 则 g,= к=, (1.28) 
则 称 群 G 是 群 H 和 群 K 的 直 乘 群 : 
б=НхК (1.29) 


例如 С,=(Е,С,,1,0,) 
= Сх C={E , Са) х{Е 11 
其 中 o 是 对 垂直 于 轴 С, 的 平面 с, 的 反映 . 
二 、 性 质 
不 难 证 明 ; 
1, ЁЁН ЯНЁ К.НЯЭЕ--01213670Ж Е ОН, ),58 9 0, 的 表 
式 (1.28) 不 是 唯一 确定 的 (可 用 反 证 法 ). 
2. 群 H 和 群 K 都 是 群 G 的 正规 子 群 . 
3. ЁС 元 素 的 乘积 
| тал) (130) 
4. 元 素 g,; ТЕВ G 中 所 属 的 类 等 于 六 在 群 吾 中 所 属 的 类 和 
К, 在 群 天 中 所 属 的 类 的 乘积 . 
58 СН ӨӨ 252051 ЁН Ж 0) Ц 
群 K 的 阶 ( 或 类 数 )。 | 
因而 ,研究 清楚 了 群 ЯВ 玉 , 则 其 直 乘 群 G 的 性 质 也 就 清 
楚 了 。 反 之 ,通过 直 乘 可 以 把 群 扩 大 。 例 如 对 于 球 对 称 系统 ,分 
别 研究 了 三 维 旋 转 群 R; 和 反 演 群 C, ,可 以 得 到 旋转 反 演 对 称 群 : 
R,=R,xC, (131) 


第 四 节 群 的 同 构 和 同 态 
群 的 同 构 和 辐 态 是 群 间 关 系 的 重要 概念 ,也 是 下 章 群 表示 论 


的 基础 。 本 节 引信 有关 定义 和 定理 。 

一 . 同 构 

若 群 G 07:32 д,/,0,/ уг 和 群 G 的 元 素 g, ,gp，… 按 某 种 规 
律 一 一 对 应 gs 一 一 4. ,9 一 gp) 其 乘积 gg 也 按 同 一 
规律 和 外 9… 对 应 (9,7967 一 一 外 多 …) ,， 则 称 群 G 和 群 G 同 构 
(0740). 

例如 ВС,-1(Е.С,,С2,С2)4(1,1,-1,-11-88А, 

В С,={Е,1} {Е ,0,)= С, 

同 构 群 有 相同 的 阶 和 乘法 表 , 群 的 性 质 完全 相同 . 

二 . 同 态 ( 准 同 构 ) 

若 群 G Юж 9,7» 0,7»! 和 群 G 的 元 素 gu ,gr ，… 按 某 种 
规律 存在 一 多 对 应 (9;< g, ,9 一 9), 其 中 i ,j=1,2,…n), 而 且 
其 乘积 间 也 按 同 一 规律 存在 一 多 对 应 (9,9,'*- 9,,9,,), 则 称 群 G 
ЕСАБ, С ААТ О (G /~ G), 群 G ЕВС 
像 (建议 记 为 G б). 

由 于 群 G Юп Ж g,, 映 射 于 群 G 的 同一 元 素 9./, 这 种 映 
射 只 反映 了 群 G 的 部 分 性 质 。 

=. 同 态 定理 

车 G 一 6G, 则 与 G 的 恒 元 对 应 的 群 G 中 站 个 元 素 的 集合 N 
构成 群 G 的 不 变 子 群 ( 称 为 同 态 核 ), 且 G 从 G/N. 

反之 亦 然 。 

此 定理 请 自行 证 明 。 由 此 可 知 , 除 群 G 的 恒 元 对 应 于 群 G 
的 不 变 子 群 N 以 外 , 群 G 的 其 它 每 个 元 素 都 唯一 的 对 应 于 群 G 
中 N 的 一 个 陪 集 。 由 于 商 群 G/N 中 两 个 完 素 的 乘积 是 两 个 n 元 
子 集 的 内 积 , 所 以 n? 个 (9,,9y) 中 只 有 n 个 是 不 同 的 ,它们 给 出 另 
一 陪 集 ( 或 子 群 N ) 而 对 应 于 群 G 的 一 个 元 素 (gg). 

< 例 > 群 CiXRs/R; 意 味 着 所 有 旋转 都 映射 为 E。 


群 Ras Ri/ Ci 意味 着 各 旋转 中 和 对 应 的 非 真 旋转 外 
两 者 都 映射 为 该 旋转 及 。 

若 已 知 集合 G 为 群 ,同时 ,定义 了 元 素 乘法 的 元 素 集合 G 和 和 
G 的 上 述 一 一 (或 一 多 ) 对 应 关系 能 成 立 , 则 可 推 知 G КЭ, ЭР 
且 同 构 (或 同 态 ) 于 群 0. 


第 五 节 和 群 函数 和 群 代数 


群 函 数 和 群 代数 在 连续 群 中 特别 重要 ,在 有 限 群 中 也 是 有 用 
的 。 本 节 就 有 限 群 情况 引入 它们 。 


一 、 群 函数 


设 对 群 G 的 每 个 元 素 g ,都 有 一 个 确定 的 复数 或 实数 F (g) 
与 之 对 应 , 则 这 些 FF (g,) 的 集合 下 (G) 称 为 群 函数 。 群 函数 可 以 是 
标量 函数 ,矢量 函数 ,第 阵 函数 等 。 

对 有 限 群 , 群 函 数 只 有 有 限 h 个 取 值 ,可 如 下 定义 其 平均 值 
Е(С): 


F(G)= > Еб,) (1.33) 
966 
它 具 有 如 下 性 质 : 
1, ЁЕЕ(С) 20,1837 0, Д] 
F(G)>0 | (1.34) 
2. ЁЕЕ(0,)-5 1, 8| Е(С)-1 (1.35) 
3. 线性 性 : 
aFi(G) +2, 6) =аЕ (С) +ЬР, (6) (1.36) 


4.F(G)= _У Е(99) = 15 Fg,g.) 
Лас Po cc 


一 7. У Е(97!) (1.37) 
ge 


го 群 代数 


数学 中 , 如 果 定 义 了 矢量 乘积 的 线性 矢量 空间 对 此 矢量 乘积 
是 封闭 的 , 则 称 此 线性 空间 为 代数 。 我 们 可 以 类 似 地 定义 有 限 群 
的 群 代数 ， 
把 一 个 h 阶 有 限 群 G 的 群 元 素 g 作为 一 个 hh 维 线性 空间 的 
基 矢 (自然 基 ), 则 一 切 下 列 形式 的 群 元 素 的 复线 性 组 合 的 集合 定 
义 一 个 线性 空间 ; 
X=2FG)g (1.38) 
EG 
其 中 FF(g) 是 群 G 的 复 函 数 F(G) 的 值 ,并 要 求 上 式 的 加 法 求 和 满 
足 线性 法 则 。 再 定义 其 中 两 个 矢量 乘积 运算 为 :系数 作 复数 乘积 ， 
群 元 作 群 元 乘积 运算 。 即 : 


хү=[2,Р(9)8) [ZF (9,391 (1.39) 
= У Р(9))Е, (9, )9,9, (1.40) 


9%@ёС 
则 不 难 证 明 此 线性 空间 关于 矢量 乘积 是 封闭 的 : 
设 gg.=g，, 则 由 式 (1.40) 有 : 
XY= га а ) F019 


ge 


= У Е '9)0=2 (1.41) 
ас 
式 中 F (а)= 2 Fg 9 DRG@) 
ge 
= У Fg )F'(g, 9 ') (1.42) 
geG 


是 g 的 函数 ,从 而 Z 属于 此 空间 ， 此 空间 是 一 种 代数 , 称 为 有 限 
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群 的 群 代数 。 
在 连续 群 中 有 对 应 的 群 函数 (及 其 平均 值 ) 和 群 代数 的 概念 ， 
并 且 是 非常 重要 的 。 


习 题 


1. 下 列 集合 在 给 定 的 合成 法 则 下 是 不 是 群 ? 为 什么 ? 

(1) 在 加 法 下 所 有 实数 的 集合 . 

(2) 在 乘法 下 所 有 实数 的 集合 .。 

(3) 在 加 法 下 所 有 非 负 实数 的 集合 。 

2. Н, 和 ,是 群 G 的 两 个 子 群 ,证 明 Н, Я Н, 的 公共 部 分 也 构成 群 G 
的 一 个 子 群 。 

3. 丸和 3 是 群 G 的 任意 元 素 , 证 明 RS 和 SR 属 G 的 间 一 类 . 

4. 试 证 ; 

(1) 设 群 G 中 有 一 元 素 o 的 阶 数 为 2, 则 和 oa 同类 的 元 误 的 阶 数 亦 为 2., 

(2) 设 群 G 中 只 有 一 个 元 素 o 的 阶 数 为 2, 则 oc 和 和 群 G 的 一 切 元 素 对 易 ， 

5. 车 群 G= 晶 xK ,证 明 ; 

0) 商 群 СНУ К. 

(2) СЕННЕН КЖЕ. 
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第 二 章 ，“ 有 限 群 的 线性 表示 


群 表示 理论 是 群 论 应 用 于 物理 学 的 基础 ,本 章 以 有 限 群 的 表 
示 理 论 为 例 阑 述 群 表示 论 . 


第 一 节 ” 群 的 线性 表示 的 定义 


本 节 说 明 群 表示 的 基本 定义 ,包括 等 价 性 、 么 正 性 , 可 约 性 的 
定义 。 . 


一 , 群 的 线性 表示 


1. 线性 算 符 表示 | 

设 六 (G ) 是 某 个 n 维 线性 空间 工 中 的 线性 算 符 群 且 它 同 构 
(或 同 态 ) 于 群 G, 则 称 群 下 GG ) 是 群 G 的 一 个 n 维 真实 (或 非 真 实 ) 
表示 。 线 性 空间 工 称 为 表示 空间 , 群 (G ) 中 对 应 于 群 G 元 素 g。 
ЮЕ Го.) д, 的 表示 算 符 。 

算 符 个 (g,) 既 是 定义 于 空间 工 的 一 个 线性 算 符 , 它 对 工 中 任 
一 矢量 作用 后 所 得 矢量 仍 在 荆 中 。 即 也 对 工 (@.) 是 封闭 (不 变 ) 
的 。 这 对 于 任意 « 均 成 立 , 称 L 对 于 群 信 (G ) 是 不 变 的 。 

2. 线性 矩阵 表示 

通常 , 在 表示 空间 工 中 选 定 m 个 线性 无 关 的 矢量 舍 
(i=1,2,…n ) 作 为 一 组 基 矢 (或 一 个 基 :a basis ) .在 算 符 工 (g,) 
作用 下 , 整个 一 组 基 矢 《… 宫 …) 变换 为 新 的 一 组 n 个 矢量 
(361), 其 中 第 i 个 基 矢 的 变化 为 : 


ё 9, ё/-Г()6 -У, е, Г, (g,) (=1,2,…n) (2.1) 
нэ | 


пхп“ Г, (0, ЕЕ л ЭШ ЭН Г (4,) 就 是 在 这 组 基 
矢 中 对 算 符 工 (g,) 的 显示 描写 ， 由 于 T (6,:1)--Г 1: G,) 必 须 存在 ， 
Г (g, ) 是 非 奇异 的 、 即 ; 


дег г (0,) 70 (2.2) 


由 矩阵 工 (g,) 的 集合 («= 1,2,… ) 所 构成 的 矩阵 群 王 (G ) 就 
是 群 G 的 线性 矩阵 表示 , 基 (2-2, …) 称 为 这 个 表示 的 基 。 和 矩阵 工 
(0) 的 迹 


в 60-11, в) 23) 


称 为 在 表示 工 以 ) 中 的 特征 标 . 

和 矩阵 群 本 身 是 自己 的 一 个 表示 , 称 为 自身 表示 . 

线性 算 符 表示 和 线性 矩阵 表示 都 可 用 作 线 性 表示 的 定义 。 有 
时 线性 表示 的 定义 就 是 线性 矩阵 表示 。 

一 切 群 都 有 一 个 恒 等 表 示 (全 对 称 表示 ), 在 此 表示 中 所 有 
群 元 和 .都 对 应 于 1 ( 它 有 时 表示 单位 矩阵 ) 。 


=. 等 价 表示 
设 群 G 的 mn 维 表示 工 〈G ) 的 表示 空间 的 基 《… 2 … ) 重 新 组 
合 为 一 个 新 的 基 6-0: 


5-Хе,Х, (24) 
j=1 


这 nxn 个 组 合 系数 义 ,, 给 出 一 个 变换 秆 阵 发 ， 由 于 新 矢量 六 之 
间 也 必须 线性 无 关 , 因 此 甜 阵 X 是 非 奇异 的 (行列 式 аахж0),. 
ЉТ Е X-! 也 存在 。 易 证 群 G 的 表示 矩阵 (пе Б, 
中 要 相似 变换 为 

Г Gg.)=Xr-IT@)X (2.5) 


Е) 5--55Г (0)8-Г(00У6Х:356Г,60Х, 
ј ЈК 


一 16 一 


但 由 (24) 有 ё=УБВ, (х), 
ш Э-УБ (Хт) гу GX, 
-ХРЇХЭГ GA), 02.6) 
由 于 表示 了 (G) 和 工 (G ) 的 唯一 区 别 是 基 的 选取 不 同 , 其 表 
示 空 间 未 变 , 对 应 的 线性 算 符 群 TT (G) 未 变 , 故 称 为 互相 等 价 的 
表示 : 
Г (G)=T (0) (2.7) 
因为 相似 变换 不 改变 矩阵 的 迹 , 故 两 等 价 表示 有 相同 的 表示 
特征 标 。 即 对 任意 x 有 : . 
Хг (9,)= Хғ (9,) ! (28) 
=. 么 正 表 示 
ЖЖ G 的 线性 矩阵 表示 О (G ) 的 所 有 表示 和 矩阵 都 是 么 正 的 ， 
即 对 任意 x 有 : | 
О (0,270 0,0-1 或 U (07-00 (0,027 (29) 
则 称 表 示 07 (G ) 为 群 G 的 么 正 表 示 。 下 面 证 明 两 个 定理 . 
1. < 麦 斯 克 (Maschke ) 定 理 > 有限 群 的 任 一 表示 TT (С) 
都 有 等 价 的 么 正 表示 Г.(). 
< 证 > 
1) < 引 理 > 车 R 是非 奇 异 矩 阵 , 则 和 矩 阵 太 = КК ЕЛЖ, 
而 且 是 正定 的 (本 征 值 全 为 正 实数 ); 反 之 亦 然 。 
< 证 > 互 显然 是 龙 米 的 , 故 由 线性 代数 知 , 可 通过 人 么 正 相 似 
变 模 对 角 化 及 且 化 成 下 述 形 式 : 


UIHU= O-R+U)(U-RU)=S+S 
ЖЕЖ i 个 对 角 元 h, (ВН 的 第 i 个 本 征 值 ) 


h= (UHU)=25 5=2 15.1 220 
1 1 


显然 , 仅 当 5 的 第 i 列 元 素 9 全 为 0 ( 即 detS= detR=0) 时 上 式 
才 等 于 0. НЭРС КЗЕ ЯН 72.8 Н ІЕЕ 
Ж ВЕ,  ї-(02НЫ),»0, 815 А-5Л518 Я Е 68(65| 
=, ) ММ 55-17" НЫ, 从 而 Н=05*507! = (08117) 
(0507!) =R'R 且 det к= еі 50 证 完 。 

2) 引 人 Үү» эн (0.):Г 0.) (2.10) 


由 于 所 有 T (0, ) 非 奇异 ， 故 W 是 正定 厄 米 的 。 于 是 ,存在 非 奇 异 
АХ, ЕДЕ 
W= ХХ (2.11) 
并 使 得 T (0) = ХГ 4, 3Х7-1ХЭ07Г (g,) xX 
是 么 正 的 (8 ХЕ, ХЕ): 
УТ 07ГО) = УГ GT GT (ЭГ (9) 
=Уг gp) Г 0.9,)= У 
“ T (9)T 069-1(Х7Э“Г б“Х"ЇХГ бэх?! 
= (XT (6,2 :WT (0) = 07) УХ! 
= (Хо) ХХХ = (ХХ!) =1 证 毕 
2. < 定理 > 两 个 等 价 的 么 正 表 示 T (G) 和 下 (G ) 一 定 可 
以 用 一 个 么 正 的 相似 变换 联系 起 来 ， 


< 证 > ШГ(0)-ХЭГ (g,)X (2.12) 
且 蕊 非 么 正 , 非 奇异 。- 
1) 引 入 Н= ХХ : (2.13) 


由 前 述 引 理 知 它 是 正定 厄 米 的 , 故 可 通过 么 正 矩 阵 О 作 相似 变换 
而 对 角 化 : 


HEU НЫ ШН,-6,20, (h,>0) (2.14) 
2) 再 引入 Y=UAU”! (2.15) 


其 中 Aj,=6ra, В а, = (у (2.16) 
、 则 由 于 АН А-1 而 使 XY 是 么 正 的 : 
(XY)'(XY)= YX'XY= ҮНҮ 
= (ОАО) СНО ') (ОАО) = 0 (А“"НА20” 
=UU-!=1 
3) 现 可 证 明 (XY 站 TT(g,) (XY)=T (g,): 
НГ (G) 和 工 (G) 的 么 正 性 及 式 (2.13)、(2.12 ) 有 : 
Г 6, HT 6, =Г (9.) XXT (9,)=[XT 631 [XT 00.) 
“ЇГ бОХТЧГ (б,)Х|-Х7Г (9,)'T б,1Х-Х"Х-Н 
即 [H,T 60150 ти 4. 
从 而 式 (2.14) 中 的 НЭЙЖ: яе сого), е = Fulehy 
[HVT (01-10 “НО.ГЭГ GIOUI=U"H,T (Gg)U=0 1 
由 此 易 证 , 式 (2.16) 中 的 4 也 会 满足 : . 
[4,U-'T (6,031-0 
于 是 , 式 (215ИРВ ҮЯЙГ (9,) 可 对 易 : 
[У.Г @J1=[U4U-T (09|-014.07Г (0201071-0 
Ши (2.12 ) 得 : 
(ХҮЭЛГ б,)ХҮ-ҮЗХЭГ (0,1 ХҮ-ҮЛГ (g,)Y=T (6) 
证 毕 
由 1 和 2, 对 有 限 群 内需 研究 么 正 表示 和 其 间 的 么 正 相似 变换 。 
< > 车 能 通过 相似 变换 把 所 有 的 表示 矩阵 都 化 成 实 的 ， 
则 称 此 表示 为 实 表示 . 有 限 群 的 任 一 实 表示 都 有 等 价 的 实 正 交 表 
示 , 两 个 等 价 的 守 表 示 , 总 可 以 通过 实 正 交 相 亿 变 换 相 联系 . 
四 , 可 约 表示 
1, (复习 ) 线性 空间 的 和 
1) 空 间 工 , 中 任意 矢量 (包括 0) 和 工 , 中 任意 矢量 (包括 0) 
之 和 的 集合 称 为 工 ,和 工 ,之 和 : 工 =L+ 上 ,。 例 如 : ЯЛЖ 
Х-Ү-2 中 的 三 维 自然 空间 可 写成 


Ї хүс”: ЇхүҮ ЇЇ, 5 Ї үг 1, 
= 1+1 1+1 
2) 若 空 间 工 可 写成 若干 子 空间 L, 之 和 , 且 其 维度 п 1, 
的 维度 n， 之 和 时 , 即 为 直 和 : 工 = LG@ L,@ 上 L… 例如 
у Lax@ LL:=L@LOL, 
xzLiB Ly 
3) Ё 1,-1,ӨГ, 则 称 子 空间 工 , 和 工 , 在 空间 区 中 为 互补 
的 。 
2. 有 关 表 示 约 化 的 概念 和 定义 
1) 若 群 G 的 表示 工 (G ) 的 表示 空间 了 不 存在 关于 表示 Г (С) 
不 变 的 子 空间 (0811: Н ЖЭ ).ЛЇЙЕЖГ 〈G ) 为 不 可 约 表 
” 示 ; 反 之 ,为 可 约 表示 。 
2) 若 可 约 表示 工 (G ) 的 每 个 这 种 不 变 子 空间 都 有 不 变 的 相 
补 子 空间 , 则 称 [ (G ) 为 完全 可 约 表示 。 
3) 若 T (G ) 完 全 可 约 , 则 可 将 表示 空间 上 写 为 一 对 互补 的 不 
变 子 空间 的 直 和 工 =L@L，, 于 是 表示 的 基 分 成 两 个 独立 的 部 
分 [80 六 霹 2]。 这 两 部 分 各 自 形成 独立 的 表示 空间 , 不 会 
шат (g.) 所 混合 。 于 是 表示 (G ) 的 矩阵 都 取 统 一 的 准 对 
角形 式 : 


Г 9) (о,) І 0 


(2.17) 
г 一 

(0.) | 0 гө | (4-1,2248) 

即 表 示 和 矩阵 Г (0)-Г9(6ӨГ9(0,) | (2.18) 


这 种 形式 的 下 (0, ) 称 为 已 约 表示 。 这 时 ,To(G) 和 Te (С) 
为 群 G 在 空间 上, 和 工 , 中 对 应 于 算 符 表示 TT(G ) 的 表示 。 表 示 特 
征 标 
Хг (9,) = Хго (9,)+Хго (9,) (2.19) 
若 上 述 T(G) 或 下)(G) 仍 是 完全 可 约 的 , 则 可 继续 约 化 ， 


直到 每 一 个 子 表示 均 是 不 可 约 的 , 称 为 完全 约 化 表示 。 这 时 工 (G ) 
-为 一 系列 不 可 约 表示 To{(G ) 的 直 和 形式 。 

4) 车 表示 工 (G ) 可 约 而 非 完全 可 约 ,例如 不 变 子 空间 了 没 
有 不 变 补 空间 , 则 T (@.) 只 能 取 如 下 形式 


Е rog) Т 66.) | (220) 
Г вэ-| 0 ro | (ag= 1,2,…h) 


这 表明 ,在 T (g,) 作 用 下  、 
[292-5520] Г (9.) 


和 0) еу .. 
г" 28 Г, 0.) ет, (6,153 еРГ,2 (0,1: 
了 了 


(221) 
ЖИ Г. (008 1.5 ФВ 15р,1,ЭРР-Г @,) 不 是 不 变 的 ， 
БЭРРГ (G ) 是 可 约 但 不 是 完全 可 约 的 。 
注意 ,就 矩阵 群 而 言 ,TO (G) 和 下 2) (G ) 仍 分 别 为 群 G 的 表 
示 , 表 示 空 间 亦 分 别 为 L, 和 工 ,。 这 是 因为 


геге) Г(0,)Т (9) +Т GT (өд) 
Г бЭГ б,)- | fo re | 
即 对 应 于 g。g ,不 仅 TO(G ) 给 出 ToG@D)TOG@) ,To(G) 也 给 出 
Го (0,119) 0) 均 符合 矩阵 表示 定义 。 但 要 注意 ,表示 空间 1, 
的 基 现 在 在 g, 诱 导 下 的 变换 为 


20. 2 Г,2 (9, )- 4 


和 式 (221) ШФ, 已 路 去 售 志 9 的 项 说 明 现在 TT%(g,) 已 不 对 应 
诱导 算 符 工 (9,) 而 是 和 @.) 了 ， 后 者 相当 于 在 工 (0,) 89 2:3113 586 
以 一 个 “ 往 工 ; 投影 " 的 算 符 。 在 工 ' 仅 ) 作 用 下 的 工 ; 仍 是 不 变 
的 . 
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这 种 非 完全 可 约 表示 对 于 有 限 群 是 不 存在 的 。 因 为 我 们 总 可 
通过 相似 变换 将 下 (G ) 化 为 么 正 表示 。 若 么 正 的 这 种 表示 仍 写 为 
T(G), 则 应 有 : 
rr(GJr Co em 0 Је го 

т(с)* гә(67| 1 0 Г9() 


Т(СУГ9 (6) ТЄУТС)-Г9СУуУГ (С 


-| E | 
"10 Е 
ЭЭ Г(СуГО()-Е,ГОӨ(СУГФӨ (0)-ЕХТ(С)-0. 
代 人 式 (2.20) 知 :有 限 群 的 表示 如 果 是 可 约 的 ,就 一 定 是 完全 可 约 
的 。 

综 本 节 所 述 , 对 于 一 个 给 定 的 有 限 群 ,尽管 它 的 表示 有 无 限 
多 ,但 可 取 其 不 可 约 的 , 互 不 等 价 的 么 正 表 示 作 为 最 基本 的 表示 
来 研究 。 


[er To(G ) TO(GY T(G) | 
) 


第 二 节 和 群 的 各 种 表示 及 表示 矩阵 


本 节 以 绕 Z 轴 的 旋转 群 C,={E,C,,C,,C7') 为 例 ,说 明 其 表示 
空间 可 以 有 很 不 相同 的 物理 意义 ， 有 时 ,这 些 物理 意义 不 相同 的 
表示 所 对 应 表示 矩阵 可 能 是 相同 的 或 相似 的 , 因而 从 数学 的 群 表 
示 论 角度 看 属 同一 种 表示 .此 时 ,在 具体 的 表示 和 矩阵 写法 上 常见 
正 逆 矩 阵 的 混淆 。 本 节 也 意 在 说 明 有 关注 意 点 。 


一 、 三 维 自然 空间 的 表示 


这 是 指 我 们 生活 所 在 的 自然 空间 中 的 表示 , 88 C4 的 群 元 即 定 
义 于 此 空间 ,用 符号 КК. 
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Иа кке йик, 下 ) 作 为 表示 的 基 〈… 舍 …), 其 
中 i= 1,2,3。 在 尺 作 用 下 
Ed Rao (К) (ij=1,23) (2.22) 


х 


又 8 ©: К) 

ЕТРМЧУЗИТ Кг) = (2. 2,/) 023) 
айке А ЕНА Док о БЮ. ЗЭВ 
形式 即 


161 -及 реро | г, 8) | (2.24) 


ЗЕЕ ГОК ВЕ КЕТЕ ЗО ВИЕ, 不 涉及 
矢量 的 坐标 表示 。 由 式 (2.23 ) 很 易 得 到 这 个 表示 的 矩阵 为 : 


(2.25) 
24334| геу [229 
г(С)= 0 1 0 г (с) 0 0 
Ж.ЛЭВЛЭВ 208), 1 (7,7, Ккэнв, (СЯ (КАНЕЦ 
个 表示 , 这 个 表示 也 是 实 正 交 的 , 因而 互 


逆 的 下 他 ,) 和 工人 @,-) 仅 表现 为 互 为 转 置 矩阵 ， 

注意 ,车 用 自然 空间 矢量 的 坐标 变换 来 显示 表示 К (例如 在 
讨论 分 子 的 振动 时 ), 则 涉及 基 矢 组 和 位 矢 的 相对 变换 , 可 有 两 种 
观点 : 

1, 主动 观点 :在 不 动 的 坐标 系 中 看 位 矢 (在 此 仅 选 某 一 矢量 
Х 为 例 ) 在 旋转 前 后 坐标 的 变化 


Х-5Х (7-КХ (2.26) 
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А ~ 、 ~、 、 л 
ЖЭ х, К х= (8 КХ)-1(258)2,Х)-1, ,RO 
. 1 7 
= УГ, (К)Х (227) 
-У г, (87) (2.28) 


写成 矩阵 形式 , 式 (2.27) 即 对 应 常见 的 下 列 变换 : 


х) [和 Г.в) г.) г.у 
Х,|К.| Х/1-1,(8) F(R) Г.8)|Х, (229) 
ХГ 13 уг, ГО 
而 按 群 表示 定义 ,应 按 式 (2.28) 写 成 下 列 形式 
Р TR ) г.) г, ) 
[Х,Х,Х,]_ 5 ХХ, Ч Х.Х, Х,] Р, (Ё!) Гг, (8) Г, 8-9) 
г.г, RD (Е!) 


(2.30) 
因为 这 时 坐标 值 Х, ЭХЭ АЧК. Нр (230) "тА 


阵 和 式 (2.29 ) 的 差 个 转 置 或 首 ， 
2. 被 动 观点 :不 动 的 位 矢 X 在 旋转 前 后 两 坐标 系 中 坐标 的 变化 


Х-Х-КЭХ (2.31) 
ЖШ Хх, х,у, (ӘХ = УХ Г, (К) (2.32) 
1 j 


和 式 (2.22 ) 是 相同 的 。 


=. # айт 


例如 , 选 量 子 力学 中 氧 原子 的 轨 角 动量 !=1 的 p 电 子 的 波 函 
空间 (三 维 ) 作 表示 空间 。 并 组 合 m=1,0,~1 的 三 个 本 征 态 函 数 
lm>=P, (Х) = ү" 0,9)R,, шиг 


Р, (Ху- -> --15)= /元 К) хүсө,о) 
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Р, (К) = Үг [11,1> +15] 2 эн Ү (0,0) 


Р, (Ху)-110» = БЭ 02. 2 (0,ф) 0.33) 


由 于 转动 中 不 变 ,这 三 个 函数 的 变换 完全 由 上 式 右边 三 函数 
ХОХ), УОК), (Ж) ТЕ. ТИГИ ВЕ С, 的 表示 的 基 ; 
让 2 б), (Х).Х, (Х), 0 (Х)] =1ХО), ҮҮХ). 20)] 
(2.34) 
这 里 ,每 个 言 都 是 自然 空间 的 一 个 标量 波 ( 场 ) 函 ,旋转 К 使 场 函 
约 函 数 形式 发 生变 化 , 称 为 场 西 发 生 诱导 变换 。 
关于 标量 场 函 四 (X ) 的 这 种 变换 也 有 两 种 观点 : 
1. 主动: 坐标 系 不 动 场 下 (Х) О ВНР) ВЕНЕ 
Х-»Х -КХ 
у (0) = )= Р, (ЁХ) = Ф (Х) (2.35) 
上 式 最 后 一 等 式 即 反映 了 场 函 的 标量 性 质 ， 于 是 , 场 函 形式 的 变 
化 为 : 
Ф(Х)--9Р ДХ)-РАР(Х)- Ф(КЭХ) (2.36) 
即 变换 后 基点 的 场 值 等 于 变换 前 (六 - 丈 ) 点 的 场 值 )， 
2. 被 动 : 坐标 系 旋转 , 场 (同上 ) 不 动 . 


ХХ. 
Ф(Х)---эр”000-РОР ЭХ)-(Х) (2.37) 
习 此 , 场 函 形式 的 变化 为 
и 09—97 7227 (XY) = 正和) (2.38) - 


即 变换 后 XX 点 的 场 值 等 于 变换 前 (ЕХ) НИН. 
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今后 ,我 们 一 般 采 用 主动 观点 。 这 时 , 式 (234 ) 中 基 矢 的 变 
换 为 : 
X (KX) BR, Х.(Х)-Р,Х, (Х)-Х, (ЁЭХ) (239) 
上 式 右 端 函数 成 即 取 其 自 变 量 的 第 i 个 坐标 值 为 其 值 , 而 后 者 可 
由 式 (2.27 ) 得 到 : 


х, (6 Х)= Уг, (8 )х УХ, Г, (R) 


上 式 右 端的 X) 即 函数 六 (XX) 的 值 , 故 
х, (х) Ё. Х/(Х) =У х, бОг, (К) 0240) 


这 和 自然 空间 中 表示 的 式 (2.22), 以 及 式 (2.32) 一 样 。 注 意 这 
几 个 表示 的 表示 空间 物理 意义 不 同 ,但 表示 和 矩阵 一 样式 (2.32) 
和 (2.40) 分 别 对 应 于 被 动 和 主动 观点 ,在 各 自 的 问题 中 当主 动 或 
被 动 观点 取得 不 同时 ,矩阵 会 差 逆 或 转 置 。 这 个 差异 虽 在 仅 涉及 
表示 特征 标的 问题 中 有 时 表现 不 出 来 ,但 在 涉及 具体 表示 和 矩阵 
(例如 用 投影 标 符 法 求 不 可 约 表示 基 , 见 后 述 ) 时 , 应 该 予以 注 
Ж. 


三 、 正 则 表示 
以 有 限 群 G 的 群 元 和 % 左 乘 到 群 代数 的 矢量 Х| 见 式 (1.38)] 
上 得 到 群 代数 中 另 一 矢量 ,因此 群 元 g, 表现 为 群 代数 中 一 个 线性 
算 符 , 群 代数 可 以 作为 表示 空间 而 给 出 群 的 一 个 表示 。 
选 群 代数 的 自然 基 ( 即 所 有 群 元 ) 作 为 表示 的 基 , 给 出 群 G 的 
正则 表示 了 7 G): 


9,8: 98=У9, ТУ, 6.) (2.41) 
к 


1) 有 些 书 理解 式 (2.36 ) 时 采用 坐标 系 旋 转 (位 矢 不 动因 而 Х КУХ) 
形式 不 变 的 “被 动 " 观点。 这 时 给 定位 和 撩 上 的 函数 值 发 生 了 变换 , 因而 这 种 
观点 将 场 位 矢 和 场 值 分 裂 开 了 ,同时 谈 及 主动 被 动 时 的 定义 也 和 我 们 的 不 


同 , 需 注意 ,理解 式 (2.38) 时 亦 有 类 似 情况 ， 


其 中 
1 当 g=99 


гу 0-1, 当 0760 
读者 可 证 明了 TI" (д) ЮЕ (i= 1,2,… 有 hh) 构 成 一 个 hxh 维 矩阵 群 
并 同 构 于 群 G, 从 而 给 出 一 个 h 维 表示 。 还 易 见 :每 个 有 限 群 都 有 
一 个 正则 表示 ,其 特征 标 


(2.42) 


л 当 g=E 
Xr (8) = 2.43 
ЇЕЖ, (2.42), 群 C, 的 正则 表示 为 

А 1000 . 0001 
"(E)=| 0100 “(С)-| 1000 
Г (8)= | 0010 Г'(С,)=) 0100 
0001 0010 

(2.44) 

0010 . 0100 | 

27 0001 06791 0010 
ГС) төөө | 2 (25 0001 
0100 | 1000 


易 见 这 个 表示 也 是 实 正 交 的 。 以 后 会 看 到 它 是 可 约 的 。 就 群 C， 

言 , 它 的 正则 表示 空间 是 旋转 算 符 的 集合 , 和 前 两 个 表示 的 表 
示 空 间 具 有 很 不 同 的 物理 意义 。 群 表示 空间 物理 意义 的 多 样 性 ， 
是 群 表示 论 有 广泛 应 用 的 原因 之 一 。 


第 三 节 РКЕ 


为 了 下 节 的 需要 , 也 由 于 定理 的 重要 性 , 本 节 证 明 两 个 舒 尔 定理 

一 , К (Schur ) 定 理 二 

Үй ГУ (G) 和 II? (G ) 是 群 G 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 , 维度 
分 别 为 n, 和 nn,,XX 是 一 个 nxn, 答 了 泗 。 如 果 对 群 G 的 所 有 群 元 RR 
有 
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Г“(Ё)Х-ХГ"(К) (245) 
Я| Х-0 
< 证 > 8 ӨВ ХК 列 看 成 是 T* (G ) 的 ms 维 表示 空间 
L, 中 第 k 个 矢量 车 中 的 坐标 表示 列 阵 
) = 1,2,: п, 
X= (= 了 5. й (2.46) 
ДЈ ВЕ ХХ ЭЙЕ п, ОХ 0 рл, РЕА (2.45) 中 矩阵 
乘积 的 第 大 列 为 


Г, (4) Га, () Хх, Хох. Г (8) 


ri(R) А хи... (гк) 
22 : |=| 0220 : (2.45), 

г (К), R) | | ХӨ! хо хә го, (К) 

或 即 ге (д)Хә-у Хог (8) (2.45) 


j=1 
Винд п, ОЕ ХЕ ШТЭЕЕ Ге G ) 不 变 的 表示 空间 L, 寺 是 : 
1. їїп,»п,,Я! LL, 必 为 L, 的 子 空间 。 因 为 I"” (G ) 不 可 约 , 没 
有 不 变 子 空间 , 故 1,=0, 由 式 (245) Х=0. 
2. Жп, = п, , 有 两 种 情况 : 
1) detX 关 0 ,存在 X…, 式 (2.45) #88 Г (С) жГг'(С) 01, 
和 假设 矛盾 . 不 可 能 。 


2) detX=0, 由 式 (246) 008 УС,ХЭ-0 Эн, ЖА 
k= 


ЖС, 的 方程 组 有 非 零 解 C,, 即 个 芜 和 ) 线 性 相关 , 亦 即 式 (2.45 7 给 
出 的 表示 维度 小 于 n=n。。 类 1, Х-0, 
3. 若 n,<，, 取 式 (2.45) 的 转 置 得 
| Г" (В)Х-ХГ" (8) 
因为 Te。 (G ) 不 可 约 , 故 Te (G ) 亦 不 可 约 [ 否则 ,Te (G ) 最 少 可 化 


为 式 (220). 转 置 后 表明 Г? (0)81 54:38. 1.01. 514 Х-0, 
Ш Х-0, 137 

二 、< 系 ( 舒 尔 引 理 一 ) > ЕХ 与 不 可 约 表示 下 (G ) 所 
有 表示 矩阵 下 (R ) 对 易 

Г (R)X=XT (К) (2.47) 

Д ХЕ ВЕ. А 

< 证 ЭЛ ХХН ХЮ т, о НИГ (6) 
的 相同 。 则 其 本 征 方程 ( 设 ХЯО) 


ХС9-189 (к=12,-:) (2.48) 
有 非 0 解 条 件 为 : 
| det (Х-4Е)-0 (2.49) 
ФҮ-Х-АБВ.ЛШ ШЖ (2.47) 易 见 
ҮГ (R)=T (R)Y (2. 50) 
式 (2.50 )、(2.49) 和 一 中 情况 2.2 类 似 , 仿 其 证 明 , 有 了 =0。 即 
Х= АЕ 
证 毕 


<А > 对 有 限 群 的 表示 , 若 不 能 找到 非常 数 矩 阵 与 所 
有 表示 和 撼 阵 对 易 , 则 此 表示 为 不 可 约 表 示 。 
此 为 舒 尔 引 理 一 的 逆 定 理 , 它 也 成 立 。 


第 四 节 ”有限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 


本 节 引 用 舒 尔 定理 证 明 有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 抢 阵 元 和 
特征 标 作为 群 函数 的 正 交 性 和 完备 性 ,从 而 对 一 个 群 可 能 有 的 这 
些 表示 的 个 数 和 相应 的 维度 作出 限定 并 引入 特征 标 表 . 

一 、 广 义 正 交 定 理 


Үй ГУ (6) ШИ Г9 (G) 是 h 阶 群 G 的 两 个 不 可 约 么 正 表 示 , 表 
л п, Жп, , 则 


| 1 
Г, (9, )" , Г, (9,) 一 а, $9,5, (2.51) 


г (G) 和 Te (С) ~ ти 6,,-1, 3 Г5 (G) 和 T? (0) Ж 
等 价 时 5,,= 0. 
< 证 > 
1, 任 取 一 (п, Xm) 矩阵 М. ЕРЕ 
х= УГ? (9,)МГ (0) 
В 
则 Te (0) X= УГ" GOT (0з) МГ GD (9, Г (9,) 
8 
-),87 (9, gs МГ? [ (9, 9 Г! (9,) = ХГ (9,) 
В 


从 而 可 引用 舒 尔 定理 讨论 Хх ЮЖ. 
2. 对 给 定 的 式 (2.51) 中 的 一 对 列 指标 (7), 选 相应 的 矩阵 


м1 ми? -0,,6,, 
则 ху Г, GMEDT бу?» У. ГУ, ge Гу. (бу!) 0.52) 
Вк 8 
1) Г (С) ЖГ" (G) 不 等 价 ,由 舒 尔 定理 二 ,天 =0, 从 而 
хїр-0 ШУГ Gr) Ts 0-3 гд 0,)* Th 6) -0 故 对 
В 
5;, =0 的 情况 已 得 证 ; 
2) 设 TT (G) 和 TI? (G) 是 同一 不 可 约 表 示 。 由 舒 尔 定理 一 
XD=EVDE В Х, 5 -996,, (2.53) 
式 中 8 是 一 个 常数 ,将 式 (2.52 ) 代 入 @.53), 令 =P 并 对 i 求 和 : 
Уг; (05) 197 (gs) =》8 096, 
ів і 
в Уг, (0198) =h бт, 697 
В 
лд. (2.54) 


п, 31 


бд. 


将 式 (2.53) 和 (2 .54) 代 人 式 (2.52) 80 48: 
ST Gs Ti 6) = УГ бу) Ti (р) = — я. 5 д, , 
即 对 6;,=1 的 情况 也 得 证 . 
二 、 特 征 标 正 交 定理 
二 Уу (9,)* х, 9.) =, (2.55) 
在 式 ОФФ г = НЕЦ ЕФ В8 Е: 
Уга GFT 0) -Ул, (6л, 6) 


Л 
一 6,2), 0 бус 一 6,,). 6,556, 
п, ій п, Нь 


在 此 ,可 以 注意 T“ (G) 和 TT*(G) 不 是 同一 不 可 约 表示 但 
№ С) = х, 66) 的 情况 .这 时 ,并 不 知道 式 (2.51) 左 端的 和 等 于 什 
么 。 但 式 (2.55 ) 左 端的 求 和 却 有 如 对 同一 个 不 可 约 表示 Г5 (С) 
所 作 的 求 和 一 样 ， 亦 即 式 (2.55) 右 端 5,=1z0。 这 就 证 明 
了 :特征 标 相等 的 两 个 不 同 的 不 可 约 表示 ГА (С) Г" (G) 不 是 
不 等 价 的 。 因 为 否则 ,就 属于 一 中 的 情况 2.1), 式 (2.51 ) 右 端 为 0， 
ия (2.55) ) 右 端 必 为 0, 而 这 是 和 前 述 结论 相 矛盾 的 。 
结合 第 一 有 站 的 特征 标的 (2.8), 


< 推论 > 设 群 6 的 可 约 表示 (6.) 经 相似 变换 化 为 完全 的 
化 的 TT (0,): 
Г 0,)-ХЭ“Г 6,0Х-У7 аг! 0.) (2.56) 


其 中 a 是 不 可 约 表 示 Ti (С)ЖГ (G ) 中 出 现 的 次 数 , 则 特征 标 


Xr G@.)=XF (gs ) = 2 axi 0.) (2.57) 
利用 式 (2.$$) 很 易 证 明 ， 


a Ex Gr GD) (2.58) 


此 式 非常 有 用 : 由 已 知 表示 工 (9,) 的 特征 标 др (g,)、 并 查 特征 标 
表 ( 见 后 述 ИЗ х, (9 ), 就 很 容易 算出 式 (2.56 ) 中 的 各 a; 值 ,从 而 了 解 
表示 工 (G ) 约 化 的 基本 结果 .。 
三 、 有 限 群 G 不 等 价 不 可 约 表示 维度 平方 和 等 于 群 G 的 阶 
数 
Zi=h (2.59) 


< 证 > 将 式 (2.43) 代 入 式 (2.58) 可 见 : 群 G 的 正则 表示 
I" 人 G) 包 含有 群 G 的 所 有 不 可 约 表示 ,而 且 不 可 约 表示 T* (G ) 出 现 
的 次 数 a; 就 是 TT”(G ) 的 维度 nn: 


а= EX 605, 6) = Е Xi (Е) д, (Е) =; (Е) =п, 
ЖЕ  Г(0)-3),9 1 (6) (2.60) 
故 ћ= х, (Е)=У п, х, (Е) = Уп, п,= Ул? 证 毕 
А 4 4 


< 系 > 不 可 约 表 示 T* (С) РЕ ГИ (G ) 可 视 为 群 G 的 
以 (4,i ,j) 为 标志 的 函数 。 因 有 限 群 G 的 任意 群 函数 已 (G) 只 
有 hh 个 取 值 , 故 只 可 能 有 hh 个 群 函数 是 线性 无 关 的 。 式 (2.51) 说 
明 这 些 和 矩阵 元 群 函 工 7 (G ) 构 成 正 交 函数 系 (当然 是 线性 无 关 的 )， 
式 Q2.59) 又 说 明 它们 共有 之 世 ==h 个 , 故 它们 作为 群 函 数 的 正 交 


函数 系 是 完备 的 ,任何 群 函数 F(G ) 可 按 它 们 作 展开 : 
ғ (8) =), Сі Гу (g,) 02.61) 
由 式 (2.51) 9 5 
= ET (0.) Е (0) (2.62) 
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作为 完备 性 的 描述 ,还 可 证 : 
Ул, У ГА (9,)ГА (9)* =h6,y (2.63) 


四 . 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 了 等 于 群 的 类 数 天 
Ү-К (2.64) 
< 证 > 因为 群 G 的 同类 元 素 在 给 定 表 示 中 的 表示 和 矩阵 可 用 
相似 变换 相 联系 , 故 具有 相同 的 表示 特征 标 。 即 特征 标 X (g.) 不 
仅 可 看 成 是 取 hh 个 值 的 群 函 数 , 亦 可 看 成 是 取 K 个 值 的 类 函数 
XC.)。 一 般 的 类 函数 都 具有 下 述 特性 : 


Е (9.)=F 6.4) = 二 УЕ (G9.9') 0.65) 
В 


将 上 式 右 端的 下 (9s 9.05 ) 视 为 群 函数 按 式 (2.61 ) 展开 , 借助 式 
(2.51)%: 


-EE сё] 60 066) 


这 说 明 :一 般 类 函数 下 @.) 可 化 成 按 所 有 不 等 价 不 可 约 表 示 
Г.) 的 特征 标 x (0, ) 的 求 和 , 即 这 些 x，(G ) 构 成 类 函数 的 完备 正 
交 函 数 系 【 正 交 性 如 式 (2.55 ) 所 示 ]。 因 为 类 函数 的 取 值 最 多 
只 有 天 个 不 同 的 , 故 只 可 能 有 天 个 类 函数 是 线性 独立 的 . x, (С) 
作为 正 交 的 类 函数 系 既 是 完备 的 ,就 应 该 只 有 天 个 不 同 的 
х (С). 
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由 本 节 二 中 的 讨论 ,不 可 约 表示 等 价 的 必 充 条 件 是 有 共同 的 
特征 标 , 故 有 天 个 不 同 的 yx,(G》 表 示 “ 有 天 个 不 等 价 的 不 可 
т." 证 毕 

<> 由 式 (2.66) 和 (262) 1 — #2 БЖ РЕ (0,) 
类 函数 的 正 交 完 全 系 一 一 特征 标 系 列 X， (g,) 展 开 : (和 一 1. 2…K ， 


Е (9) = С, х, 06.) (2.67) 


其 中 с=с У Уг ағ бэ 


= 二 Ух, (6. Е (g,) (2.68) 
作为 完备 性 描述 ,还 可 证 ; 
Ух, (Ci) Xi (С, )* = 一 一 д, (2.69) 
Ж, т, 为 类 C， 的 阶 。 


五 、 有 限 群 的 特征 标 表 


1, 特征 标尺 C,) 既 是 不 可 约 表示 Г (G) 的 基本 特 
性 一 一 ЖГ (G ) 等 价 的 一 切 表示 的 特征 标 相同 ,又 是 群 G 中 类 С, 
的 基本 特性 一 一 属于 类 C, 的 m, 个 群 元 g。 (a=1, 2, … m, ) 的 表 
示 特征 标 相 等 。 所 以 ,对 每 个 群 G 都 可 作出 形 如 附录 工 中 的 特征 
标 表 ， 它 作为 群 G 不 可 约 表示 的 基本 特性 表 , 在 各 种 应 用 中 不 可 
或 缺 , 且 在 简单 应 用 中 常常 是 唯一 用 到 的 表 ， 

2. 表 中 最 上 一 栏 , 除 群 G 符号 外 ,是 类 C, 的 符号 mg (9; 是 
gj。 中 的 任 一 个 代表 ); 表 中 最 左 一 列 是 不 可 约 表 示 工 :的 符号 ; 表 
中 为 特征 标 X，(C,) 的 值 ,有 时 表 的 右边 还 给 出 典型 的 不 可 约 表示 
基 矢 例子 :例如 , 绕 Z 轴 的 旋转 К, (Х, 了) 等 。 按 第 二 节 
所 述 ，(X, 了 ) 也 可 视 为 [P。( 过 )，P，( 训 )] ,二 者 最 多 差 一 个 转 


置 ,以 它们 为 基 的 表示 是 等 价 表示 ,特征 标 相等 。 

3. 不 可 约 表示 的 符号 有 多 种 , 表 中 列 出 的 是 化 学 中 广泛 使 用 
的 分 子 点 群 表示 的 Mullikin 符号 ,这 是 按 不 可 约 表示 维度 区 分 
的 。 说 明 如 下 : 

1) 一 维 用 4 或 B [ 对 于 主轴 C, (n 最 大 的 旋转 轴 ) 的 旋转 С, 
所 属 的 类 ,特征 标 xX (C,) 为 1 时 用 4 六 1 时 用 。 如 群 C,], 二 维 
НЕ ЖТ ( 曾 用 过 下 ), 四 维 用 U, 五 维 用 VV, 六 维 用 W; 

2) 一 维 表示 中 ,有 时 4 或 B 有 下 标 1 或 2: (о, ХЕХ С), 
其 中 C,' 为 垂直 主轴 C, 的 二 次 轴 ] 为 1 用 下 标 1, 为 -1 时 用 下 
标 2, Ш С... 

3, 表示 有 时 有 下 标 g 或 u, 有 时 有 上 标 “ ,” 或 “ "БЕЙ, 
特征 标 x CO)>0 时 用 g,x 6 )<0 时 用 4. 如 群 Cs ;对 反映 (0,0, 33 
直 主 轴 C, 的 反映 面 ] 17 12251: 123287 128 

附录 工 中 这 些 表 所 涉及 的 群 ,在 第 六 章 中 有 较 详 细 说 明 。 附 
录 工 结尾 还 附 有 表示 的 Mullikin 符号 和 Bethe 符号 ,BSW 符 号 的 
对 照 。 表册 [1] 中 用 Веће 符号 ,固体 能 带 论 中 常用 BSW 符 号 ， 
关于 BSW 符 号 ,还 可 参阅 [41] 的 表 113 一 5. 


Жа 群 的 直 乘 表示 及 直 乘 群 的 表示 


本 节 首 先 回顾 一 下 和 抢 阵 直接 乘积 的 性 质 ,然后 讨论 群 的 直 箭 表 
. 示 及 其 约 化 ,最 后 说 明 直 乘 群 不 可 约 表示 的 结构 。 


—. ЖЕНИ ЗЕЯ 


1. 定义 
设 [4] 为 m 维和 矩阵 ,矩阵 元 为 4,,,[B] уп ВЕ, ЕЈ 
Ў Вр, ЖАЗ ЕЕ 
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Аш(В| - Ав [8] 
[С] =[4] ХВ} = | Ал|В| … А,„ [В] (2.70) 


А.В) … А, [8] 
矩阵 元 。 Cs js = 4 В, 1,j =1, 2, т 
Lee- Дин (271) 


2. 性 质 : 读者 不 难 证 明 直 乘 矩 阵 的 以 下 性 质 。 

1) Ж Т, (АхВ) = Т (А) Тг ) (2.72) 

2) 转 置 АХВ-АХВ 

3) 道 (АХВ)У! -АЛХВ" 

4) ЕЖЭЖ,(АХВуУГ-АТХВ! 

5) Е (4,xB,) (4,xB,)= (4,4, ) х (В,В,) (2.73) 
其 中 АЛИА, В, В, 918 т,п ИЕ. 

6) 行 列 式 det (4х В)= detA)" (detB)”" 


4 4А dB 
7 微 一 一 一 一 ——— 一 一 一 
Жи 有 (ХВ) = а ХВНАХ -7 


8) 直 乘 次 序 4x 及 和 Bx/4 一 般 不 等 ,但 差别 仅 在 于 行 
(90) 排列 次 序 的 改变 , 故 两 者 可 用 一 简单 相似 变换 联系 起 来 . 

二 、 群 的 直 乘 表示 

1. 821 0-1, 2,…n) 是 群 G 的 一 个 表示 Г5 (G ) 的 基 矢 ,全 
0=1, 2, … n,) 是 群 G 的 另 一 个 表示 T*(G) 的 基 矢 , 且 由 它们 的 
乘积 能 给 出 n; п, 个 线性 无 关 的 组 合 避 2? =), ДЯ Эл, п, 个 
?作为 基 矢 给 出 群 G 的 一 个 直 乘 表示 . 


T*(G)=T’(G)xT’?(G) (2.74) 


--036--. 


亦 即 
dy = 人 人 а. 07У аги) 075) 
КІ 


其 中 Г,,460)-Г2 (9.) Ti (0,) ” (2.76) 
2. 直 乘 表示 IT" (G) 常 常 是 可 约 的 (ЗЕ ГГ 都 是 一 维 

的 ), 亦 即 : Д | 
1) гб) =г* (6с) хг? (0) = Уа, Гг (6) (2.77) 


其 中 , 约 化 系数 按 式 (2.58 ) 为 : 
а= 7 Lx (g, ) х, (9.) 


= Хв) @)x, 6)] (2.78) 


这 里 我 们 利用 了 直 乘 表示 Г" (G ) 特 征 标的 如 下 表 式 : 
х, (9.) = (0,) Х, (9,) (2.79) 

参考 式 (2.72), 很 易 证 明 它 。 由 式 (2.78), 当 牙 和 I" 都 是 
不 可 约 表示 时 ,根据 群 G 的 不 可 约 表示 特征 标 表 , 很 容易 作出 形 
如 表 2.1 所 示 的 不 可 约 表示 直 乘 约 化 表 。 

2) 约 化 关系 式 (2.77) 是 在 表 2.1 ИН Жи 
等 价 表示 的 意义 上 成 立 的 , 亦 即 、 
车 群 G 的 各 不 等 价 不 可 约 表示 
Tr'(G ) 的 秆 阵 已 取 定 为 标准 和 矩阵， 
ЗӨӨН ГЭ (G) 和 式 (2.77) 右 
边 的 直 和 和 握 阵 是 等 价 的 . 一 般 而 
х, 必须 通过 个 相似 变换 , 才 可 将 
Fe“G) 化 得 和 直 和 矩阵 完全 相同 : 


9 
ХЭГ (б)ХхГ”(03Х-1Л а,гЧСО) (280) 


Р 
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相应 的 ,表示 基 矢 d*? 相似 变换 为 ; 


К К 1 2, .. К 

РУ «С ( 2 «| (2.81) 
其 中 指标 _Qp ) 表 示 此 基 矢 来 源 于 直 乘 基 指标 用 以 区 

别 a,> 1 时 的 各 T"(G). 约 化 基 的 变换 式 为 : 


-» 一 х 
ПАФЛЭ ДЭ УЛ? (2.82) 
п=1 


式 (2.80 ) 称 为 群 G 的 广义 Clebsd 一 Gordan 级 数 , 式 (2.81) + 
的 系数 ХР үн 称 为 群 G 的 广义 Clebsch 一 Gordan 系数 ， 因 为 当 
群 G 为 旋转 群 R, 时 它们 就 是 C 一 G 级 数 和 C 一 G 系数 。 


=. 直接 乘积 群 的 表示 


设 群 G 是 群 fH 和 群 K 的 直接 乘积 
С-НХК 
则 群 G 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 本 (О) 581215  Н 的 不 可 约 表 
ген) К ЮЖ ЖГ (K ) 的 直 乘 : 
I" (hk;)=T° (6) ХГ” (Е) (2.83) 
< 证 > 
1. Г (А К) 的 集合 是 群 G 的 表示 
式 (2.83) Г (А, К,)-Г 5 (А, хг? (К) А, К, 的 
一 一 (或 一 多 ) 对 应 关系 。 这 个 关系 对 任意 两 群 元 六 ЕТИН 
的 乘积 仍 是 保持 的 。 即 ,对 应 
(КК) hk )= (в) (К, 129) 
Я Г“|(0,К) hk) = Гә hh’ (8,К,/2| 
=T Qh) хг? kk, К) 
-Г5 (һ)ге (h’) хг? DEF CD 
-| T° (h)xT? (КОЦГ xm (К) 
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= Г (№, К ,)Г“ (А/К) 

其 中 第 四 步 应 用 了 式 (273). 

2. (hk,) 是 不 可 约 的 

ХУА Е Г" (А К,)5155, ХН Г" (hk ),) 可 取 
= Г (ҺЕ) = Г" (В) ХГ? (Е)- ГЭ (1)) х1 6 95 -41,Х 
最 少 应 是 1x 了 的 形式 ;再 由 取 一 切 T%， (ЕК,) =1хГг° (k ,) 知 ,Y 
Ш ВСЕ РЕ. АТХ ИНВЕ. | 

3. Ге (hk,) 包 括 群 G 所 有 不 等 价 表示 

设 群 Н БНН К 的 类 数 分 别 为 K, 和 KK, , 则 当 a ЮМ Н 8 
玉 ; 个 不 等 价 不 可 约 表 示 ,b 取 遍 群 KK 所 有 KK, 个 不 等 价 不 可 约 表 
示 时 , 共 可 得 到 群 G 的 К, K, 个 互 不 等 价 的 不 可 约 表示 Г (6): 
而 由 第 一 章 第 三 节 , 直 乘 群 G 共有 天 | KK, 类 , 故 它 只 有 这 К, К, 
个 不 等 价 不 可 约 表示 。 | 

特别 是 , Ч К = (E,S ) 是 二 阶 群 时 , 它 只 有 两 个 不 等 价 不 可 
约 表示 Г, = 工 和 T2:= 工 ,如 表 2.2 所 示 : 


ж 22 二 阶 群 特征 标 表 所 以 , 群 G 的 特征 标 表 只 是 群 


妃 的 特征 标 表 按 这 个 表 的 简单 直 

Е 5 Ж) 扩充 。 例 如 附录 I 中 群 

I, 1 І C=-C,x C， 的 特征 标 表 , 其 中 的 
rT, 1 м ЛЖ 5 是 中 心 反 演 i 在 别 的 例子 


中 ,5 可 为 镜面 反射 0 等 。 


第 六 节 群 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 和 投影 算 符 


在 群 论 的 定量 应 用 中 ,涉及 不 等 价 不 可 约 表示 的 矩阵 和 基 的 
选取 问题 ,并 且 这 种 选取 具有 一 定 的 任意 性 。 必 须 认 清 这 种 任意 
性 ,才能 正确 的 使 用 已 有 的 某 些 群 论 系 数 表格 ,也 才能 在 应 用 投 
影 算 符 方法 结构 不 等 价 不 可 约 表 示 基 时 有 效 地 应 用 这 种 任意 
ЇЕ, 本 节 讲 基 的 正 交 归 一 性 和 投影 算 符 , 同时 兼 议 上 述 这 种 任意 
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ЇЕ, 

一 . 不 可 的 表示 的 标准 矩阵 

群 论 的 定量 应 用 中 需要 确定 不 可 约 表 示 基 矢 , 这 首先 取决 于 
不 可 约 表 示 和 矩阵 的 选取 。 这 种 矩阵 不 像 特 征 标 那 样 容易 找到 ,也 
不 像 特征 标 那 样 完 全 确定 ,因为 一 个 多 维 表示 的 特征 标 给 定 后 可 
有 无 穷 多 个 通过 相似 变换 而 互相 联系 的 等 价 的 表示 和 矩阵 与 之 对 
应 。 因 而 ,许多 作者 对 不 等 价 不 可 约 表 示 的 每 一 种 ,都 首先 选 定 
一 个 “标准 的 ” 么 正 表示 和 矩阵 群 (但 不 同 作者 选 的 标准 往往 是 
不 同 的 )。 

一 个 不 可 约 表示 和 窍 阵 群 T* (G), 可 由 几 个 群生 成 元 T* (R,)， 
T”(R,),… 和 群 乘法 表 而 完全 确定 。 所 以 ,通常 给 出 标准 矩阵 群 
ГА (G ) 的 方式 是 给 出 群生 成 元 Ri,R, 的 标准 表示 和 矩阵 (R,)， 
I” (R;),…。 或 即 ,给 出 ni 个 基 矢 各 自在 R К, 作用 下 的 变 
换 即 可 。 例 如 :对 群 Cy 给 出 下 表 : 

参考 式 (2.1) 可 见 ,这 


个 表 就 意味 着 下 列表 示 和 矩 
ЁЕ, 
ге (C7)=1 
Ге (0:)=1 
|" (-Х-3 Ү)/2 х Ге (Сі) =1 
7 1-43 Х-Ү)/2 -7 Г (05) = – 1 


602 -V3/2 НИТЕ 
Ге (СУ) 2, -1/2 |, Г oo- -| 
二 、 不 可 约 表 示 的 基 


标准 表示 矩阵 群 T*(G ) 确 定 后 , 表示 空间 L (或 基 ) 的 物理 
意义 可 以 是 很 不 相同 的 (如 第 二 节 所 述 ); 即使 在 给 定 的 一 个 具体 
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应 用 中 ,表示 空间 工 的 物理 意义 是 确定 的 ,但 nn 个 基 矢 ei 还 有 个 
公 因 子 可 供 选择 。 下 面 就 讨论 构成 和 选择 这 些 基 矢 的 方法 和 与 
之 有 关 的 基 矢 的 性 质 。 

1. 基 矢 的 正 交 ( 归 一 ) 性 定理 

群 G 的 不 等 价 不 可 约 么 正 表示 Ti (G) 和 Te (030422 
和 名 的 内 积 


р> =6,6, «1 (2.84) 
其 中 СА ъ= 1 > «ёр ,> 
是 基 矢 人 的 模 , 和 基 矢 编号 无关, 可 称 为 约 化 元 。 

< 证 > 


х. 一 Ш =, Х ^ 
һ<ећ, ep> = <еі, Г GT (9. Уе? > 


х= | 


х >) т юм ~ Ш ~ >; 全 с> 
= «ер.Г (9,7 Г(9,)е? > =), <Г (9, ўе, Г (9, > 


а=} ГЭ 


= < г, (00568 TY 00»-0, <> (00160) 


а, к, 


h 二 ;二 е 
= — У «е, ,ef > д, д, д,, 
РИТ 


0,0,6 Ў «82» 证 完 
证 明 中 用 到 了 广义 正 交 定理 。 

< 讨论 > 

1) 根据 这 个 定理 ,我 们 可 令 (ё 25) - «6: | ё» =1, В 
基 矢 归 一 化 。 但 是 , 令 基 矢 归 一 化 后 ,对 一 给 定 不 可 约 表示 ГЖ 
п ХЕКЕ 还 有 个 共同 相 因 子 5 不定。 不 等 价 的 两 个 不 可 约 表 
ГГ" 各 自 的 公共 相 因 子 5 和 6。 相互 独立 ;可 以 自由 选择 ， 
不 同 作者 对 0, (4= 1, 2,…K) 的 选择 不 同 ,这 会 影响 到 某 些 群 系 
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数 表 中 的 值 。 使 用 时 , 若 前 后 涉及 几 种 表格 ,要 注意 使 所 用 表格 
对 应 的 5 一致 

2) Ж (2.84) 中 重要 的 因子 6,, 的 意义 : 当 基 矢 襄 是 自然 空间 
标量 函数 W* ( 革 ) 时 ,其 意义 很 容易 看 清楚 . 

此 时 , 基 矢 的 内 积 乃 是 全 空间 积分 

<> = рд Х)5 р? (ХЭАХ 
其 值 仅 由 被 积 函数 
Ф (Ж) = 02 (Хуур? (Х) 

的 恒 值 成 分 (25 ВИ  )Ф, (Х)- @, 所 贡献 ,如 图 2.1 所 示 
[ 其 中 B8 区 面积 为 4 区 和 
C 区 面积 之 差 ] ,而 这 个 @， 
是 直 乘 表示 (Gx TI? (6) 
约 化 电 恒 等 表示 Г, (С). 
故 仅 当 这 种 直 乘 表示 约 化 中 
包含 有 恒 等 不 可 约 жж Г, 
时 ,内 积 (2.84) 才 不 为 0. 约 
化 中 ,TT 出现 的 次 数 。 图 21 Ф (X) 的 积分 


1 ， 
а= Л. x (9,) їл (9, У/ х, (9,)] 
1 


= + 211. 0) д, (0.)-4,, (2.85) 

ЖЕЕ (084) ФИ 6, 8800, 
由 此 亦 可 见 : Ti*xToe Р Г, (2.86) 
的 条 件 是 Г =I? (2.87) 


Вагатор ( 选 定 标 准 和 矩阵 后 要 相等 ) 
进一步 推论 : 若 TY 和/ 或 下 :是 可 约 表示 ， 
则 
Г/* х г'2г, (2.88) 


的 条 件 是 :T! 和 普 的 约 化 成 份 中 有 相同 的 不 可 约 表示 。 这 征 以 
后 更 复杂 的 选择 定律 讨论 的 基础 。 

2 投影 算 符 

设 工 (g,) 是 表示 空间 工 中 由 g, 诱 导 的 么 正 线性 算 符 ,对 于 不 
可 约 表示 1, 我们 可 根据 所 选 定 的 “标准 "矩阵 群 T”(G ) 缚 构 如 
下 第 一 种 投影 标 符 ,用 它 作 用 于 所 讨论 的 工 空间 的 矢量 上 , 可 “ 投 
影 " 出 该 矢量 所 含 的 不 可 约 基 矢 如 成 份 : 

DD) 定义 Р-У гіа 60 (2.89) 

202 (0:4x#p 和 / 或 /zk 
1 А ор => 

则 Pi ef ову 

< 证 > 利用 广义 正 交 定理 (2.51) 有 
Раве = У гі CT бэоё! 


(2.90) 


4 


= уга GT 002 
= У, 6.,6:6, 61 =6,, $, 证 完 


Ар ik i 


мэ 0: 9р 和 / 9 і зк 
ПТЭЭ727777: - |, | 0.91) 
ег: А=р і = К 

ЖЯ: РА ЕВР 空间 的 , 我 们 用 以 投影 出 的 基 矢 的 任意 
矢量 А 

广 之 Co Br 
上 ,可 得 出 正比 于 如 的 矢量 

Рус, (2.92) 
再 根据 归 一 化 条 件 和 选 定 的 各 6 :我们 可 完全 确定 基 矢 这 ， 

由 式 (2.89) 可 见 : 除 需 逐个 作出 工 g.) 广 (xc= 1, 2… 有 站 外 ,这 

个 投影 算 符 六 需要 知道 全 部 表示 抢 阵 元 TI C.) 
(0=1,2,:.-В). 


下 面 的 第 二 种 投影 算 符 则 只 涉及 表示 特征 标 x; 。 
2) 定 义 


РУ В Ул, (FT бд (2.93) 
则 易 见 


Р7-У, Ci (2.94) 
式 (2.93) йб у, (а. Н0.89) НГА (G.j* 易 得 ,但 РЕН 
ара. тир 户 ' 作 用 于 那些 我 们 正 讨论 并 用 
以 结构 基 矢 的 全 部 (或 部 份 ) 矢 量 广 以 得 到 nj 个 线性 独立 的 
Pi, 然后 将 它们 正 交 归 一 化 并 选 定 相 因 子 ,就 得 到 六 个 基 矢 
е2. ШЖК, 在 此 过 程 中 , 已 经 结构 了 自己 的 “标准 ”表示 和 矩阵 
Fi ($) (x=1,2,… 及 )。 只 要 不 使 用 和 这 里 的 基 选 取得 不 同 的 已 
有 群 系数 表 , 则 这 些 基 矢 记 : 可 用 于 进一步 的 计 蒜 ,如 能 级 等 计算 
之 中 。 


第 七 节 分 子 振动 


作为 群 表 示 论 的 一 个 应 用 ,本 节 介绍 分 子 振动 。 目 的 在 于 说 
明 , 除 了 本 书 将 重点 阐述 的 群 论 在 量子 力学 中 的 应 用 外 , 群 论 在 
诸如 分 子 振动 等 经 典 物理 和 化 学 领域 中 也 有 应 用 。 另 方面 , 本 节 
在 引入 振动 的 正则 坐标 同时 引入 正则 位 移 概念 ,给 通常 容易 引起 
模糊 的 某 些 概念 和 处 理 方法 以 较 清晰 的 背景 。 

一 ,正则 振动 

1. 质量 加 权 坐 标 

"个 原子 的 分 子 的 运动 ,可 在 固定 于 各 原子 平衡 位 置 的 n 个 互 
相 平 行 、 基 为 i &=X,# ,大 ) 的 币 卡 尔 坐 标 中 ,用 各 原子 偏离 平 稀 
位 置 的 共 3n МУВА Х,= Х, (3 )[i=1,2,…3n , = (1,5), 
其 中 а-Хх,У,2:5-1,2, …n 。 下 辣 ] 来 描述 。 | 
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在 简 谐 近似 下 ,原子 间 相 互 作用 位 能 可 与 为 : 
у= 4 YB XE (2.95) 


其 中 含有 形 如 XX, 苇 (ij) 的 混合 项 ， 系 数 B;, 是 力 常 数 


В,-22и/0Х,0Х, |x.-。 (СОРЖ) (2.96) 
险 密 顿 
н=Т+Ү=У, т. +P 
经 典 运 动 方程 
0T-P) 24-14) -0 
а дХ, х, 
化 成 т,Х, 4, В, Х,=0 (297) 
引入 质量 加 权 坐 标 
а= /тьХ, (2.98) 
则 | н=У 5 d: +V (2.99) 
这 时 у= 4 У р,аа, (2.100) 
其 中 р,, 8, у тт, (2.101) 
为 加 权力 常数 。 Эн 
运动 方程 (40)-3 ра()=0 (=1, 2, ° Зп) (2.102) 


这 时 , 吾 ЯЕ т,./т 作为 加 权 因 子 被 吸收 
到 加 权 坐 标 中 , 这 对 于 含 不 同 原子 的 分 子 比 较 方便 。 
2. 总 位 移 矢 量 有 


1) 可 以 引入 一 个 3n 维 抽象 空间 (总 位 移 空间 区) 中 的 矢 
量 一 总 位 移 “也 来 描述 系统 的 运动 : 
4-1 448 (2.103) 


і =] 
х ОтНХОЧХ = IN 页 且 其 余 X,'=0 时 系统 的 总 


位 移 。 这 种 位 移 态 被 视 为 系统 的 一 个 基本 的 .“ 单 位 的 位 移 态 
(5), 因为 这 些 模 应 是 互相 独立 的 , 现 引 和 人 这些 基 矢 间 的 内 积 运 
算 ,使 这 3n 个 基 矢 对 这 种 运算 是 正 交 归 一 的 : 

(,.6)-6, (2.104) 
据 此 ,作者 建议 用 如 下 方法 在 自然 空间 形象 的 表示 9 Яй е: 


A) 令 各 台 的 长 度 反 比 于 Vm ,宽度 正比 于 Vm; ,起 点 和 方 


向 均 和 自然 空间 笛 卡 尔 坐 标 系 的 基 矢 一 样 。 
B ) 由 式 (2.103 ) 所 定义 的 “和 矢量 ”一般 只 能 用 3n 个 自然 
空间 矢量 ae п а= Уа, 2, 的 集合 ,而 不 是 用 一 个 和 失 量 来 


表示 。 亦 即 , 最 低 限 度 ,起 点 不 同 的 矢量 ae 不 能 用 平行 四 边 形 法 
则 求 和 。 
C) 内 积 人, 名 )=1 不 是 正比 于 舍 的 长 度 ,而 是 正比 于 其 面 
积 ;不 同 原子 的 基 矢 一 定 正 交 而 不 论 其 相互 方向 关系 如 何 ， 
5 用 这 样 的 方法 ,水 分 子 
的 位 移 模 如 图 2.2 所 示 。 
只 要 给 出 了 了 (), 亦 即 给 
Ж 3n ^а, (1), 则 分 子 中 各 
原子 的 运动 情况 可 以 一 目 
了 然 ,形象 地 体现 了 及 其 措 
图 22 水 分 子 中 原子 的 位 移 坐标 系 。 。” 述 的 系统 总 位 移 返 动 状态 。 


ё, 
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2) 定义 了 空间 工 及 其 基 矢 2 ,描述 一 个 位 移 态 的 总 位 移 了 就 
可 用 在 以 这 些 全 为 基 矢 的 表象 中 的 列 阵 来 表示 : 


4=| а G=1 2 … 3n) (2.105) 


于 是 ,由 式 (2.100) 有 : 
27-31 а,0, 4 | 0, н (2.106) 


上 式 说 明 :可 以 引入 2 倍 位 能 算 符 27, 和 矩阵 [D,] ЖОР ТЕ Е 
述 表象 中 的 矩阵 表示 , 它 是 非 对 角 的 。 而 2V 则 为 27 а 
期 望 值 . 
3 ) 现 寻 求 式 (2.102) 的 如 下 特 解 

а, (1) =а,е*" (= 1, 2, 3и) (2.107) 
于 是 由 式 (2.102) 可 导出 各 振幅 4; 所 满足 的 如 下 形式 的 本 征 方 
ТЕ: 

У Ор, 4, “ад 4, (4-1,2,-3) (2.108) 


їр 


Ж, Ти 标志 此 方程 的 第 4 个 特 解 (= 1, 2, …3n) ,a 可 视 . 
为 2V 的 本 征 位 移 态 2 在 上 述 表 和 象 中 的 列 阵 表示 分 量 . 
3. 位 能 矩阵 [D, ] 的 对 角 化 
1) 如 上 所 述 , 式 (2.108 ) 就 是 写 于 上 述 表象 的 下 述 本 征 方 程 
2У4,-05,4, (2.110) 
设 这 样 的 本 征 态 矢 多 已 得 到 ,共有 Зп (иг1,2,:3н). Ё 
们 正 交 归 一 化 后 记 为 尼 : 
(4,.4,)-4,, (2411) 
亦 即 У аа, =6,, (2.112) 


且 有 У а,а, =6 (完备 性 ) (0113) 
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则 以 这 3n 个 本 征 矢 拼 成 的 3nx3a 实 正 交 矩阵 
. . . 1-1, 2, 4р 
“| йн | 2 2, ээ) (2114) 


作 相 似 变换 就 可 对 角 化 [р] Ж: 


| р, 1-1 о, ) -| «ЭД К | Га, | (15) 
即 рут-т 0, = (4),, р (4),, 


= Уа, аа, = ӧ,, (2.116) 


可 见 它 确 是 对 角 化 的 .上 述 推导 中 用 到 了 式 (2.108)915 (2.112). 
2) 这 个 相似 变换 相当 于 上 空间 的 基 发 生 了 下 述 变 换 : 
[5 0-7) -人吉 27 | Олу. 
即 基 矢 量 2 и=уеа, (4=1, 2,38) (2.118) 
Ж и 称 为 正则 位 移 基 矢 .而 未 进行 变换 的 位 移 态 字 的 坐标 则 
由 式 (2.105 ) 的 а, 变换 为 正则 (位 移 ) 坐 标 @,: 


Ё 22 
0,| = ЕС а; (2.119) 
: | 


即 坐 标 а:--0,-1, 4-9, а, =Уаа,, (и= 1, 2,:°°3и ) (2.120) 
7 1 


注意 变换 (2.118 ) 和 (2.120) 的 相似 性 。 其 逆 变 换 为 : 
0,--а,-Уа,0, (51,293) (2121) 
此 式 不 难 由 式 (2.120) 及 (2.113) 证 明 。 
作 变 换 (2.118 ) 后 ,7 的 期 望 值 六 从 式 @C.106) 改 由 下 式 计算 : 
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- 5 Хо20; 
2 а 


(2.122) 
不 再 像 式 (2.106 ) 那 样 含有 交叉 项 了 。 
3 ) 由 于 变换 中 态 矢 了 保持 不 变 
а=У ол, = У, а,а,,) 6, а,„) 
= Ха, ед, У а ё (2.123) 
故 а= а Ог (2.124) 
考虑 合 时 间 的 TF = 9400,, 4. 
1(80,89)4 T= LT а 0) 1 Хб, 2) (2.125) 
44 афера, (2.121)' 
从 而 Н=Тт+у= 41 У (0, (Ула20, 091 (2.126) 
运动 访 各 开拓 为 
а [о (т-р) 1 ё (т-р) 0 
dt 29, 90, 
即 ёо й0,-0 | (и-1,2,-330) (2.127) 


将 此 式 和 式 (2.102) 比较 表明 ,变换 后 的 3n АКИ, АНЕ 
独立 的 :与 之 相应 的 正则 坐标 8, 各 自满 足 独立 的 简 谐 振动 方程， 
特征 频率 为 ої и, 则 满足 式 (2.110}》, 为 位 能 算 符 下 的 正 交 
归 一 本 征 态 ,本 征 值 为 212. 以 上 从 式 &.110) 到 式 C.126 ) 详 尽 地 
ЗОЁГЖР [Dij] (或 [ 马 ] 对 角 化 的 过 程 , 它 是 和 本 征 方程 
(2.108) 的 求解 等 价 的 ,这 就 是 线性 组 合 原来 的 表象 基 矢 е, 成 为 2V 
的 本 征 矢 双 并 作为 新 表象 基 矢 的 过 程 ,我 们 详细 地 演 述 了 它 , 因 
为 以 后 〈 例 如 第 四 . 七、 九 章 等 ) 还 要 多 次 提 到 它 。 
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1) 由 式 2118) 可 见 ,正则 位 移 基 矢 半 描述 第 /种 正则 振动 
的 模式 , 它 是 变换 后 的 第 个 基本 的 .“ 单 位 * 的 总 位 移 矢量 , 描述 
3n 自由 度 系 统 相应 的 一 个 位 移 态 。 它 在 式 (2.118) 中 的 前 三 个 分 
量 写 为 小 列 阵 , 
[| 
4 зи 


就 表示 在 基 系 [到 , 2,6]=[ 忆 ,ez 中 ,第 一 个 原子 在 振 模 世 
中 的 位 移 ,也 即 此 原子 在 振 模 侈 中 的 偏振 矢 的 加 权 坐 标 表示 ;第 
二 个 原子 的 位 移 也 类 似 …。 知道 了 3 на, (=, 2, …3), 就 
可 画 出 振 模 岂 在 了 空间 的 表示 或 上 述 形象 表示 。 

注意 ,前 述 式 (2.118) 和 (2.120) 的 相似 性 使 我 们 在 不 引入 正 
则 位 移 基 记 的 情况 下 ,可 以 根据 @, 表示 式 (2.120) 中 的 系数 oj ,的 
值 画 出 相应 正则 模 的 图 示 . 许 多 书 都 是 这 样 处 理 的 .但 在 具体 处 理 
中 有 时 会 出 现 位 移 基 矢 和 位 移 坐 标 两 概念 含糊 混 清 在 一 起 的 情况 ， 

2) 由 式 (2.123) 可 见 ,正则 坐标 0, 表示 在 一 个 位 移 态 立 中 
іи ВЕНЕ, оази, 上 的 分 量 坐标 。 

在 经 典 力学 中 ,O ,是 时 间 ; 的 函数 . 它 是 前 述 方程 C.127) 的 解 ， 


所 以 0, () -0, ег! бө. 6) (2.128) 
其 中 振幅 @, 和 初始 相位 因子 各 ЛЛЛЭЭ Е. 0, 外 ， 
其 它 一 切 8 /都 为 零 , 即 仅 振 模 忒 被 激发 , 则 由 式 (2.121), 加 权 
位 移 a (0) 作为 式 (2.102) 的 一 个 特 解 写 为 : 
,(0)=а, 0Q, (0)=a, Qe od) (-1,2:438) (2.129) 
即 各 原子 以 相同 的 频率 w, АНАУ д Е и, 模式 的 振动 。 在 此 模 
式 中 ,第 i 个 原子 振幅 正比 于 变换 系数 4,,。 

二 , 群 论 在 正则 振动 中 的 应 用 

І. 基本 原则 

1) 设 作为 原子 集合 的 一 个 分 子 的 哈密 顿 对 于 一 个 由 空间 对 
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ЖЕ 0, (0:41, 2, …) 构 成 的 群 G 是 不 变 的 ( 即 任 一 操作 8 
分 子 在 空间 的 构 形 变 成 与 之 等 价 的 构 形 ), 则 任 一 g, 将 诱导 分 子 
总 位 移 基 (ё,, ёуг) 的 一 个 Зп 维 实 正 交 变 换 Г (6): 


、 ~ ~ 3 
28-р (у == г, G0) (0-1,2-034) | (2430) 
1-1 


я = (2.131) 
式 (2.130) 所 根据 的 是 总 位 移 空间 工 的 基 [25] 的 完全 性 ; 式 
(2.131 ) 的 根据 是 g, 使 分 子 变 到 等 价 构 形 : авж? 对 应 的 激发 
原子 必 和 售 对 应 的 激发 原子 等 价 ,两 原子 具有 相同 的 质量 m. 因而 
具有 模 (长 和 宽 ) 相 同 的 位 移 基 矢 , 只 是 指向 可 能 不 同 ， 例 如 水 
分 子 的 图 2.2 中 ,对 通过 其 中 心 的 面 0 的 反射 使 六 变 成 六 = 舍 ,使 全 
变 成 天 = és 4 
2) 因 系 统 的 位 能 对 于 所 有 g% 所 诱导 的 变换 P (g,) 都 是 不 变 
的 ; 
VP GIVE (8) = 
| Р, й] =0 (2.132) 
| 故 正则 位 移 基 矢 2 在 4 诱导 下 只 能 变 为 具有 同一 频率 о, 的 位 移 


А А ~ А 


Ии = ЕР (0,14,-Р 6.) Ў а, 
=Р (а) (о°,/3)и, = (02/2) Рд, )н,= (02/27и, 0.133) 
ЖИЫ, Жп Кий, (m= 1, 2) 
Г] шийд эл) (2.134) 
具有 相同 频率 w, , 则 它们 给 出 群 6 的 一 个 及 维 表示 : 
Р 0.) ма -=> TG) n=1,2,.n) (2.135) 


车 无 偶然 简 并 ?, 每 个 振 频 о, 就 对 应 一 个 n, 维 不 可 约 么 正 表 示 
1(G), 对 应 于 nn, 个 正则 位 移 基 矢 (2.134). 
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3) 前 述 和 矩阵 [D,] 通过 相似 变换 (2115) 815158 6 2 ЭХ 
(2118) Ф (552271 11485242) 的 变换 ,现在 就 对 应 于 群 С 
的 上 述 Зи 维 表 示 下 《G ) 向 不 可 约 表示 Г.(0)89244: 

г (6)- ФУ, Ў ra (0) (2.136) 


z=1 n=1 


” 基 变 换 式 (2.118) 中 的 14= (4,.1,m) (2.137) 
其 中 :2=1,2,…k 用 以 区 别 不 同类 型 的 不 可 约 表示 。 
7 一 1,2,…a; 用 以 区 别 多 次 出 现 的 同 种 不 可 约 表 示 。 
тэ 1,2 н, 用 以 区 别 给 定 不 可 约 表示 的 不 同 基 矢 。 
显然 有 | 


У, ат= Зп (2.138) 


以 及 ,= i (2.139) 
于 是 , 群 论 在 正则 振动 中 的 应 用 主要 在 下 述 几 方面 : 

A. 用 分 子 对 称 群 G 的 不 可 约 表示 ГА (G ) 对 正则 模 忒 进行 
分 类 和 标志 : 

Ч їйл (2.140) 
与 此 同时 ,可 判定 各 正则 振 模 的 简 并 度 和 变换 性 。 

В.НГ (G) 的 特征 标 хг (G) ,利用 式 (2.58) 很 容易 求 出 约 
ЦЭР Г" (G ) 出 现 的 次 数 w。 若 一 =0, 则 不 存在 中 型 的 振 模 。 实 
际 上 , 常 可 用 视察 法 求 x (0). 

C. 用 群 G 的 投影 算 符 方法 可 以 由 基 矢 己 组 合 出 正则 位 移 基 
矢 玄 ,从 而 简化 定量 计算 ,因为 总 在 频率 w, 以 及 振动 态 跃迁 强度 
的 计算 中 要 用 到 。 以 声 子 能 量 hw, 的 计算 原则 为 例 : 

当 a=1 时 ,由 投影 算 符 法 求 出 任 一 个 元 (m=1, 2…n), 例 
如 译 , 后 ,就 去 求 20 Е и, 31250) 1 x 1 表象 中 的 矩阵 元 05, 
具体 地 说 ,如 果 知道 了 式 (2.101 ) 的 矩阵 元 D, ВЭ Ч 4 2 


1) 详 见 第 四 章 第 一 节 讨论 。 
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性 组 合 的 系数 a „ АЖ (2.108), 根 据 D,, 值 算出 w,=w,. 如 


Жа, 有 许多 为 零 , 则 式 (2.108) 对 j 的 求 和 项 数 不 多 ; 否则 ,实际 
计算 中 运用 了 一 些 技巧 。 例 如 ,引入 内 坐标 代替 笛 卡 尔 坐 标 , 目 
的 在 于 减少 式 (2.118) 中 的 求 和 等 等 。 

当 a; 关 1 时 ,就 要 用 投影 算 符 求 出 &@ 个 入 (151, 2, 57а), 
然后 求 力 常数 在 这 a; 个 芯 , 为 基 的 a; Ха, 表象 中 的 和 矩阵， 它 一 
. 般 是 非 对 角 化 的 。 对 角 化 以 后 就 得 到 a 个 w, 及 对 应 的 ,真正 存 
在 的 振 模 。 详 见 式 (4.32) 后 的 讨论 。 

总 之 ,投影 算 符 法 的 应 用 ,使 我 们 不 必 去 对 和 角 化 Зах Зп 的 力 
常数 矩阵 而 代 之 以 对 角 化 а,Х a 维 的 矩阵 。 

D .根据 A 和 B, 可 用 直 冬 表示 约 化 的 方法 判断 振动 跃迁 的 选 
择 定 则 , 详 见 第 四 章 第 四 节 。 

ЕЖА. B.D 的 几 种 应 用 是 比较 定性 的 ,工作 量 不 大 。 这 里 
的 应 用 原则 A 一 D, 都 普遍 应 用 在 第 四 章 和 以 后 的 讨论 中 。 

下 面 以 水 分 子 为 例 ,讨论 求 振 模 类 型 及 正则 位 称 基 尼 的 方 
法 。 

2. 例 : 水 分 子 

水 分 子 位 移 的 了 一 Z 面 投影 如 图 2.3 所 示 .。 分 子 质心 在 C 点， 
其 对 称 群 为 C,, 群 C, 的 特 
征 标 表 见 附录 І. 

(1 ) 据 特征 标 判 断水 
分 子 正则 振 模 类 型 : 

1) 用 视察 法 求 9 
个 台 给 出 的 9x9 表示 
的 特征 标 xr :在 群 
С, 的 某 一 元 素 作用 下 ，， 
ЖІЛЖТЮ е, ,е,., 
2,, 一般 都 要 变 成 别 的 


图 2.3 水 分 子 位 移 投影 图 
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如 ,从 而 对 xy 的 贡献 为 0; 只 有 不 动 的 原子 的 公 可 能 不 变 或 反 号 ,从 
而 贡献 1 或 (一 1)。 如 此 得 到 х, С.ОЖ: 
xr 下)=9 ,和 (CD)=-1 xr 6)=1,xr (0)=3 (2.141) 
2) 用 公式 (2.58) 或 视察 法 ,借助 群 C,, 的 特征 标 表 不 难看 
出 下 列 约 化 关系 : 
T=349 49 2В/ӨЗВ, (2.142) 
3) 据 特征 标 玫 所 注 明 的 各 表示 的 若干 基 矢 , 知 水 分 子 整体 
平移 对 应 表示 


Г,-АӨВ, Ө В, (2.143) 
转动 对 应 Г,-А:Ө В,ӨВ, (2.144) 
所 以 振 模 Г,-Г- (Г,+Г,) =24, ӨВ, (2.145) 
它们 都 是 一 维 的 。 
C) а (бе): 
1) Нь 


据 式 (2.93 ) 和 群 特征 标 表 , 投影 算 符 
РЬ-(Р (Е)-Р (С)-Р 6,)+Р 6,)1/4 

因 式 (2 .142) 中 的 工 含有 3 个 B,, 故 要 找 出 3 个 线性 独立 的 部 : 

РЭЕг(ёг-(-62-0-86:68:1/4- (@1+2,,)/2 

PE = (ё,-ё:-8:424114- (,-,)/2 

Реве [23 (-8,)- (-2,)+24/4= 8, 

РЕР АВАВ ШШ БЕ, 0. 
用 投影 算 符 法 这 样 求 出 的 三 个 B, 型 基 矢 , АРЕ, 

“ив, 和 -3 的 线性 组 合 ,反之 亦 然 。 我 们 现在 要 求 出 x 点 将 它 写 


成 以 下 线性 组 合 : (未 归 一 化 ) 


Us Ол )+аг,;+Ь (2, е,,) (2.146) 
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其 中 a 和 上 4b 是 待定 系数 ,可 用 以 下 办 法 确定 : 
首先 使 其 和 说 正 交 。 由 特征 标 表 看 出 了 是 В, 型 基 ， 


故 对 ?2 加 上 质心 坐标 了 ?的 位 移 Үс 0 的 条 件 
Lm- От) Y=0 
即 可 。 在 振动 模式 介 ; 的 (2.146 ) 中 代入 上 式 ЭРЖ 2.2, 


和 ~ 1 、 
Y=1/Vma,e, 的 Y= Vm。 ‚2.00 等 ,得 到 : 
о 


1 1 1 
ты (= + = )+а т == =0 
Ут | Ут, Ут, 
解 出 а--2/у ут | (2.147) 
ЯН ну Е. ТЕХ 5) К, Е В, 型 基 ， 
故 若 设 R 和 谍 分 别 是 第 ;个 原子 的 平衡 位 置 和 位 移 , 则 应 在 记 ， 
的 式 (2.146) 中 附加 条 件 


Ут (Кх) Ут (2-20) =0 


і 


b 
亦 即 Ү, -21 
2 ma 1 Ут, 1 Ут, 


4-5) 22: -4-ужт,620-82)-0 


即 У/т,(8(Ү4-Ү2)-(25-22))-Утуүа22-0 (2.148) 


+ть (У? 


由 图 2.3 可 见 : 
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Zo=Zo= - рэн ZY (2.149) 
Y= -Y= (2(-20Ивө-- (Fe +1) 205 tgp (2.150) 
H 
故 将 式 (2.149) (2.150) 及 (2.147) 代 入 (2.148) 中 得 到 


т, [—2b (0. +1)tgp +0 22-2,/ нд ZH=0 
20 ть 


_ (то. то 
Вр bl т, 十 2)tgo + ( т. +2) =0 
解 出 Б--сїрр . (2.151) 


将 式 (2.147) 和 (2.151 ) 代 入 (2.146), 得 


чь, = (6.+2,,)-2 | т es sing (е-е, ) 
7 


1 8 ~ . 、 > 
у= [Gine е. +соф е,,)+ (біпрф ё. – соѕф е,,) 
тн 


A 


2 ， -> 
л SNMP еу; 
то 


1 全 га шоу 全 
- и! (зіп фј. + соѕф К,) + (sing js— соѕф К,)] 


~ 


- 2 ао? 
т, ФЛ 

21:25:30 48377 3:3788:1::559:1538 РЗА = Я 

形 以 说 明 相 应 的 投影 关系 。 


2), 07=1, 2,): 类 似 于 (1) 例 ,有 : Е 


Ре= [Р (Е) +Р (С,)+ 


Р 6)+Р 6,)/4 8 


Ы) 
位 


、 
Р^еу= 6, тн 


~ 3 
Ра бүж es)/2 Н24 ЖА, 


令 и," = (21+2,,)+ав,+Ь (@,.-е,,) 
129) 
质心 不 动 条 件 «У т)2,= 2 т;2; = 0 


)+m 一 一 =0 


代入 9, 中 得 т, ( 72 


1 1 
У ть YMmp 
а--2 |т/то 


b Жж 


у 一 | ШТ 
可 选 Dy = ё 38, )- 2 т е, 
о 


为 表象 的 基 、 写 出 2 在 此 表象 中 的 2x2 和 矩阵 Q,;。 因 为 这 两 个 
基 都 是 4, 型 的 ,Q 1 一 般 不 是 对 角 化 的 。 对 角 化 这 个 矩阵 , 可 解 
得 两 个 本 征 值 w 4 以 及 相应 的 实际 存在 的 两 个 好, 其 中 每 一 个 都 
是 2 和 世 ?， 的 线性 迭 加 , 迁 加 系数 和 力 常数 矩阵 元 Q,; 的 值 有 


关 , 只 有 知道 了 这 些 矩 阵 元 的 值 才 能 最 后 确定 这 两 个 实际 存在 的 
А 型 振 模 。 


на | 
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第 八 节 ” 实 表示 和 复 表 示 


在 以 后 讨论 时 间 反 演 简 并 等 问题 时 ,需要 知道 一 个 不 可 约 表 
示 和 它 的 复 共 印 表示 的 关系 。 按 这 个 关系 ,可 将 不 可 约 表示 分 为 
a, bc 三 类 。 本 节 讨 论 这 三 类 的 定义 ,鉴别 和 性 质 。 

一 .三 类 不 可 约 么 正 表 示 及 其 鉴别 


< 分 类 > - 

1. a 类 : 实 表示 。 表 示 Pi(G ) 的 矩阵 元 都 是 实数 。 因 而 和 其 
复 表示 相同 : 

rT? (К)=г№, (К )* (2.152) 
凡是 通过 么 正 相 似 变 换 能 化 成 满足 式 (2.152) 的 表示 均 属 此 类 . 

2. b 类: 特征 标 为 复数 ,因而 和 其 复 表示 不 等 价 . 

3. сж: 特征 标 为 实数 , 但 不 能 通过 ( 么 正 ) 相 似 变 换 化 成 
满足 式 (2.152) 的 实 表示 , 即 它 不 等 价 于 实 表示 (不 属 a 类 )。 因 
而 它 和 其 复 表示 不 同 ,但 与 之 等 价 (有 相同 特征 标 ): 

ОГ (R)U=T (R)* (2.153) 
< 鉴别 > 
1 


1 а 
о 2 一 0 b . 
с Уа =) 122 
式 中 求 和 遍及 群 G 的 全 部 元 素 R。 

< 证 明 > 

1, (2.153) р АЕ ЕЕ а 类 和 cc 类 只 能 是 对 称 或 反对 
称 的 ,因而 式 (2.154) 中 的 CH 只 能 取 1 或 (-1 ) 的 值 。 证 明 如 
下 : 

1)a 355 сж Гг (С), НЕ х, (С), ГА (С) 
和 I* (G )* 可 用 么 正 相 似 变换 U 相 联系 : 

гі (G)*= UTIT?*(G)U (2.153), 
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其 中 U-= 0+ (2.155) 
ЖЭ (2153) 1953: 

T* (G)= Ui*T (сууж (2.156) 
将 式 (2.156) 代 人 式 (2153) 8: 


Г (0) -(/-цлгэжү3 (637242) 


Вр 24474423 ,293 кс (С 0 *0 

据 舒 尔 定理 一 U*U=E 

或 0%=ш01= ру = щу ж р 11729) = 100* 

故 Ш=1 或 = +1 

即 1 О*= +071= ++ (2.157) 
故 U=+U (2.158) 


2) 将 式 (2.156) 代 入 式 (2. 154) 中 ,利用 广义 正 交 定 理 及 式 
(2.158 ) 得 : 


CW Н Ул, (В) = т У ГА, (К)гА, (8) (2.159) 
К К, 
- +, 2, (07) г, (РОД TS, (8) 
- Хаг Э1,1/565 6,, 
- — У (071)1, рж Io DD ]* 
a i 
= + гч E65.=+1 (2.160) 


当 式 (2.158) 右 端 取 正 号 时 ， 式 (2.160) 右 端 也 取 正 号 , Со 
-1, 


2 а 3809-1527, сә 1 者 必 为 a 类 
1) 将 式 слЖАХ (2.159 ) 得 


C ®= 一 三 (Rn (К) = 一 5, 34, 6 


јс рі 
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1 У ,=1 (2.161) 


2) 由 式 (2.160) 和 (2.158) А, С07-18134 (2153) 00 
为 对 称 的 ,再 结合 式 (2.155) 和 (2.157), 它 满足 如 下 对 称 么 正 条 


件 :U*U=E 及 U=U (2.162) 
现 证 明 , 可 以 找到 对 称 么 正 矩 阵 妃 使 
B’=U (2.163 ) 


并 利用 这 个 也 矩阵 可 将 T: (G) 化 成 实 矩阵 ; 
А. 注意 到 对 称 么 正 的 巨 矩阵 满足 条 件 


В*В=Е 及 8-8 (2.164) 
易 见 式 (2.163 ) 中 的 上 U 确 实 满足 式 (2.162); 另 方面 , 式 (2.163 ) 
的 矩阵 元 
О= У, 8,8, (2.165) 
13 


由 于 U 和 8B 分 别 满足 同样 的 条 件 (2.162 ) 及 (2.164 ) , 故 独 立 的 
未 知 数 B,; 的 个 数 等 于 独立 的 U, 的 个 数 . 等 于 式 (2.165) 所 给 出 
的 联 立方 程 的 个 数 ,从 而 当 如 给 定时 式 (2.163 ) 中 的 B 和 矩阵 可 以 找 
到 。 
В.Г" (G) 作 相似 变换 
rT (0)-8-Г5 (G)B (2.166) 
则 由 式 (2.164)、(2.153) “和 (2.163)% 
Ti (G)*= B-teT2(GB*=BTI (СВ! 
= ВОТ (6) ОВ-!= В-ГА (С)в= Г (6) 
此 式 说 明 : 以 B 作 相似 变换 后 ,T* (G ) 化 成 了 实 的 B-1T (СЭВ, 
ЖГ (G ) 属 a 类 . 
综合 1 和 2 的 证 明 : 我 们 已 就 a 和 < 类 完成 对 式 (2.154) 的 证 
明 ; 且 知 c 类 的 山 = 一 1, 其 式 (21538880 0--0, 
3. 对 b 类 , 因 Г.(СУ-17 (С) (p 冯 4), 故 式 (2.159) 的 


CH 1 У г? (К)* г} (К) =0 
Лаа) 
式 (2.154 ) 得 证 ， 


二 , 在 不 可 约 表示 工 的 自 乘 表示 г-гхг 中 , 恒 等 表示 Г, 
出 现 的 次 数 

л 4 Ул х, о вей (2.167) 

< 证 明 > 

85, (i=1.2…n) 和 了 /=1,2,…n) 分 别 是 两 组 基 矢 ,它们 按 
同一 个 表示 矩阵 群 T 〈G ) 变 的 


则 Р, 6, 
ш х (К) =, Г, (КӘ), (К) = (Юуг (К)= [хг ОД? 
(2.168) 
将 式 (2168) А (2.167), Наж с 类 的 x. (К) =у* 
(К), 由 式 (2.55) 得 n= |; 但 对 b 类 ， 因 Хү (К) = уг,(К) 
(Г Г), Жу (К) =, К), 148 п, =0. 
< 推论 > 可 进一步 讨论 在 这 三 类 表示 的 直 习 中 ,T; 存在 的 
可 以 将 严 个 基 矢 勾玉 重 新 组 合成 对 于 和 汪 的 交换 为 对 称 


一 ~、 - > =з > > > 
Б.Б, Б, bs bib,’+ bb (2.169) 
(一 1) 
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ЪЪ Bb (2170) 
它们 给 出 的 表示 分 别 记 为 [TT]s 和 [ 荆 ]。。 对 1 Г2-ГХГ 的 这 种 对 
称 和 反对 称 划分 ,在 例如 第 七 章 第 十 节 中 就 有 应 用 。 
可 证 : 恒 表 示 ,分别 在 下 述 直 乘 表 示 中 出 现 一 次 : 


ІГ, а 
Э 当 不 可 约 表 示 工 | с (2.171) 


< 证 明 > 
1, 讨论 [IT 的 特征 标 Хал, (К): 
5 PP, Bb bb ) = bb IT, (RIT, (RYT, (ЮГ, (R)] 
- Уг, (ВЭГ,, (К) –Г,, (ЮГ, (R)] 


(ЪЪ, ХГ, BIT, BR)-R Г, 60) 


хт) (К) = = МІГ, (К)Г,, (К) -Г,, (ӨГ, 0) 


[хг (8|7- 4 хг (К?) (2.172) 


把 ww 个 基 矢 重新 组 合成 8S 和 4 两 类 ,是 个 相似 变换 ,总 的 始 维 表 
示 的 特征 标 不 变 , 仍 为 式 (2.168 )。 于 是 
Хүг2), (К) = Хүл (К) = Пу, (К) 


ке) 二 xr (89) 


{xr: (К) +. (КЭ) (2.173) 


现 可 讨论 恒 等 表示 ШЕРГЕ 


1 
2! 

4 
2 


Ї 
= Хі = зу Уа) +0. (RY)] олт) 
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将 式 (2167) 8. (2.154) 代 入 ,得 到 : 
1 1 аж 
п’ —— (п +С "9-0 当 工 为 b 类 
2 0 Жэ 


1 0 a 类 

同 理 ме 3 ас") 10 当 工 为 b 类 
1 сж 

再 加 上 第 六 节 的 式 (2.85), Д5 (2.171) 得 证 。 


习 题 


1 若是 群 G 的 一 个 表示 , 试 证 : 
(1) Tr ӨОНЕНГ ИН ЕНЕ ЕН НЯ ХЭВ ) 也 是 群 G 的 一 个 表示 ， 
@C) гт, ӨОВЕЕЖГ ЧЭ ДЭВ Эй Г" (其 矩阵 为 中 相应 伟 阵 的 
ЛЖ) ст, ВЕСЕ ЕДВ. 
2, ШЕННЕ ЕН Е 1. 
3. 证 明 阿 贝尔 群 所 有 不 可 约 表 示 都 是 一 维 的 ， 
4. 证 明 : 除 恒 等 表 示 外 ,有 限 群 任 一 不 可 约 表示 的 特征 标 满足 
1 
Үү Л, (к) -0 
5, ШЕВ р (G) 是 群 G 的 一 个 不 可 约 表示 , 群 妃 是 群 G 的 一 个 子 群 ， 
D(H) 是 H 中 元 豪 在 D (G) 中 表示 和 矩阵 的 集合 . 
(1) 试 证 р (нунат на ж. 
(2)р (Н) Ф НЩ) 为 什么 ? 
6 氮 分 子 NH, 的 分 子 对 称 群 为 C;, ,其 转轴 C, 通过 N 原子 。 参 考 附录 1 
НЭЭС, 的 特征 标 表 , 求 出 NH, 的 各 正则 振 模 所 属 的 群 表示 类 型 。 
7. 构造 群 Cw 的 正规 表示 ,选择 生成 该 表示 的 一 组 6 个 表示 基 矢 ， 约 化 
这 个 表示 ,并 求 出 对 应 这 个 约 化 所 得 到 的 6 个 按 不 可 约 表示 变换 的 “对 称 化 
匹配 的 " 23 | 
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第 三 章 ” 李 和 群 基础 


本 章 给 出 连续 群 ,特别 是 李 群 的 基础 知识 ,一 方面 作为 李 群 的 
一 个 初步 介绍 ,一 方面 为 了 给 第 四 章 和 第 五 章 (特别 是 第 五 章 ) 的 
应 用 作 个 准备 ,本 章 举例 只 涉及 常用 的 SU (2), S00G) 及 00G ) 群 ， 
稍 多 的 李 群 例子 见 第 五 章 。 


第 一 节 ”连续 (线性 矩阵 ) 群 
本 节 介 绍 连 续 群 定义 和 连续 的 线性 矩阵 群 的 分 类 ， 
- 连续 群 
当 群 G 的 元 素 
R=R(r)=R(, ,7,, +,) (3.1) 


依赖 于 产 个 独立 的 实 参数 六 ,而 在 一 定 区 间 内 的 连续 变化 导致 
群 元 R 的 连续 变化 , 则 称 群 G 为 hh 阶 连续 群 。 群 参数 + 变化 的 有 
维 区 域 称 为 群 空间 。 

我 们 主要 讨论 群 元 写 为 非 奇 异 线 性 矩阵 (行列 式 461550 8958 
Е) 而 群 元 乘积 定义 为 矩阵 乘积 的 连续 群 。 


=. 一 般 线性 矩阵 群 及 其 子 群 


І. 线性 矩阵 群 
可 分 为 相互 关系 如 下 的 四 种 : 


群 GL(N ;C)> 群 GL(N ,R) 
U U (3.2) 


群 SL(N ,C)> 群 SL(N ,RR) 
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这 里 GL 和 SL 分 别 表示 “一 般 线 性 ”和 “特殊 线性 ”(“ 特 殊 ” 是 指 
矩阵 行列 式 det= +1), Е КЕЛД, C 表示 复数 , К 表示 实 
数 。 

群 GL(N , C ) 的 元 素 是 det 关 0 的 Nx N 线性 复数 矩阵 , 阶 数 
h==2N?, 群 空间 为 2N? 维 欧 氏 空间 (定义 了 内 积 的 2N? 维 实 线性 
空间 ) 的 无 限 区 域 。 

群 GL (N ,RR) 的 元 素 是 det 关 0 的 NxN Е ШЕ, 阶 数 
h= NN?, 群 空间 为 № 维 欧 氏 空间 的 无 限 区 域 ， 

群 SL (N ,C) 的 元 素 是 det= +1 的 NxN 线性 复 矩 阵 ， 其 
阶 数 h=2N’ 一 2, 因为 det= 十 1 的 条 件 给 出 矩阵 元 间 的 一 个 复数 
方程 。 群 空间 是 无 限 的 。 

群 SCCV ,有 R) 的 元 素 是 det= +1 的 NxN 线性 实 矩阵 ,其 阶 
数 h= 六 :- 1, 群 空间 也 是 无 限 的 ， 

2. 线性 么 正和 矩阵 群 

通常 对 能 保持 矢量 内 积 和 模 不 变 的 线性 么 正和 矩阵 群 最 感 兴 
Ж. 也 可 分 为 相互 关系 如 下 的 四 种 : 

# О(М)> #0(№) 
9 9 (3.3) 
Ж 50(М) > 群 SO(N) 
这 里 UU 表示 复 么 正 ,0 表示 实 正 交 ( 即 具 有 人 么 正 性 的 实 矩阵 ), 其 
余 符 号 含义 同上 。 它们 分 别 是 式 (3.2) 中 各 种 群 的 子 群 。 当 然 ,都 
是 群 GL(N , C ) 的 子 群 。 
么 正 条 件 


0+0=1 (3.4) 
亦 即 (0"0),-2,(073,0,41010,и6, 035) 
к к 
现在 讨论 此 式 对 U 矩阵 所 引信 的 限制 ， 注 意 U*U ЕЖ 
阵 ,而 厄 米 矩 阵 的 矩阵 元 中 一 般 含 N? 个 实数 (N 个 实 对 角 元 加 上 


М(Х-1)/2ЛЭДэг238 5). (35) АНТЕ ООС 23218 
阵 元 的 取 值 ,也 就 是 给 出 了 U АУА Л МЭ 个 实数 条 件 [ 同时 
限制 每 个 矩阵 元 О, ЮЕ 0,0,0205 ЖХ2 和。 从 而 , 群 U(N) 
的 阶 数 h=2N? 一 N=N’, 且 群 空间 是 N? 维 欧 氏 空间 的 一 个 有 限 
их. 

取 式 (3.4) 的 行列 式 

det(U 7"U)=detVr .detU 
=detU* » detU=|detUP=1 
故 么 正 矩阵 行列 式 的 模 为 1: 
ldetU|=1 (3.6) 

么 模 条 件 detU = +1 限定 了 一 般 么 正和 矩阵 的 ldetU|=1 的 相 
因子 ,相当 于 减少 一 个 实 参数 , 故 群 SU (М) И ji= №1, #25 
间 为 (MV 一 1) 维 欧 氏 空间 的 有 限 闭 区 域 . 

类 似 地 , 实 正 交 条 件 

КК=1 

给 出 了 实 对 称 矩 阵 RR 的 N (N+1)/2 个 实数 (N 个 实 对 角 元 加 
上 NGCY-1)/2 个 独立 实 抢 阵 元 ) 的 取 值 ,也 就 是 给 出 刃 的 实 和 矩阵 
元 间 N(N+1)/2 个 独立 条 件 [ А R, 的 绝对 值 不 大 于 1] 。 从 而 ， 
群 O(N) 的 阶 数 h=N?-N(N+1)/2=N (N-1)/2。 因 为 式 
(3.6) 现成 为 detR=1 或 一 1, 所 以 , 它 的 群 空 间 是 NN(N 一 1)/2 维 
欧 氏 空间 中 两 片 互 不 连通 的 有 限 闭 区 域 。 

么 模 条 件 合 去 了 detR= 一 1 的 那些 实 正 交 和 矩阵。 由 detR=1 
的 那些 实 正 交 和 矩阵 构成 群 SO (N ), 其 阶 h 仍 是 NN(N 一 1)/2, 群 空 
间 是 那 片 使 detR= 1 的 有 限 闭 区 域 。 

本 章 主 要 以 群 SO (3), 群 SU (2) 和 群 0 (3) 为 例 ,简介 连续 
群 。 由 上 述 可 知 ,它们 都 有 3 个 实 参 数 , 阶 4=3。 其 中 , 群 50 (3) 
又 常 称 为 群 R; 或 群 0(3)+。 第 五 章 中 ,还 会 遇 到 一 些 其 它 连续 
群 的 例子 。 


- 66 一 


第 二 节 ” 李 群 的 基本 性 质 


本 节 简 要 介绍 李 群 的 定义 和 性 质 ,着 重 说 明 有 限 群 中 没有 的 
概念 和 有 限 群 中 已 有 概念 的 推广 。 介绍 不 是 全 面 详尽 的 。 群 微 
分 方程 也 略 去 , 因为 下 节 会 讲 到 群 表示 的 微分 方程 ,二 者 类 似 。 


—. 李 群 的 定义 


“1 定义 

设 连续 群 G 任意 两 元 素 R(r) 和 S(s ) 的 乘积 元 素 

Т()-К(05(8) (3.7) 
如 Т(у) = К,Р, 7 )S(s ,s,s,) (3.8) 
的 参量 t=f(r;s)=f (rr 31 (3.9) 
(p=1,2,…k) 

车 各 组 合 函 数 /.(7; s) 是 (7; s) 的 单 值 解析 函数 , 则 称 群 G 为 李 
群 。 

显然 ,f(r; s) 的 定义 域 是 ( 群 空间 x 群 空间 ), 值 域 是 群 空间 ， 
А у (7;s) 应 满足 以 下 关系 : 


hlrsf (8::0)-147 as) 可 (3.10) 
} (е5) =], 05е) гу, (3.11) 
№057) =) (38) =е, (3.12) 


ЭХ (3.11) 8 (3.12) В:6 为 单位 群 元 E 的 参数 , 常 取 为 零 ;5 为 
RC) 的 道 元 RG)-1! 的 参数 。 

对 于 一 个 具体 的 李 群 ,要 写 出 其 组 合 函 数 一般 是 不 容易 
的 。 它 是 理论 上 描写 群 元 乘积 的 函数 ,实用 上 并 不 多 用 . 

2. 例 : 群 S50 (3) 

自然 空间 一 切 转动 的 集合 , 显然 满足 群 的 定义 。 同 时 ,转角 作 
为 参数 是 连续 变化 的 。 所 以 它 是 一 个 连续 群 ,并 且 是 李 群 。 


描述 转动 常 有 两 种 方法 , 一 是 用 欧 勒 角 (x ,8 ,y ), 一 是 用 绕 某 
方向 单位 轴 X 转 о 角 来 描述 ,前 者 在 有 限 转动 的 具体 讨论 中 方便 
些 ,后 者 在 理论 表述 上 方便 些 。 这 里 我 们 用 后 一 种 , 即 用 算 符 
О, о) ТЕ ЕЕЕ КОТ, о) ЖЕ: 

ПА а КАА ОЕ, -(1,/54 作为 表示 的 
基 , 则 


~ 一 3 一 ~ 
1--917-0,,8 (7.0), (3.13) 
Ё 


Ј=1 


ЖЕК (п, о) Ё(п,о)и ат. ХА 


cosw “一 Sinm 0 
R (,0) = Е cosw | (3.14) 
0 0 1 
将 行 和 列 同时 轮转 得 
1 0 0 
R60)=| 0 -cosw -sino | (3.15) 
0 sinw COSO 


сО80) 0 sinw 
| (3.16) 


R60) -| 0 1 0 


一 Sinw 0 cosw 


这 是 三 个 特殊 的 , 也 是 基本 的 转动 矩阵 , 以 后 会 用 到 
因为 转动 保持 矢量 内 积 , 故 丸 是 实 正 交 变换 。 同 时 ,旋转 不 
改变 右手 系 , 即 关 系 式 


i ах) =1 
在 任意 转动 后 保持 不 变 : 
БЭ хт) =1 
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故 任意 转动 矩阵 R 的 行列 式 detR=1, 所 以 ,一 切 转动 的 集合 是 三 
阶 连续 群 SO (3)。 不 难 相信 ,两 转动 R, 和 К, 相 乘 所 得 新 转动 К 
的 转角 是 银 ,, 尺 ,转角 的 单 值 解析 函数 ,所 以 群 SO (3 ) 是 李 群 . 

设 转轴 单位 矢 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 表 为 


т 
|| п+п2+и2= 1 (3.17) 


ns 
可 以 引入 矢量 


т 
8-а|8 | -| о | (3.18) 
ns о; . 
描述 转动 RR,wm), 从 而 可 用 (о, ,wm,,w,) 作 为 群 参 数 。 由 于 
Ё(л,Ф)-8(-8,2л-0) (3.19) 
所 以 ,作为 自然 空间 一 切 转动 集合 的 群 SO (3), 其 群 空 间 是 以 原 
点 为 心 ,半径 为 的 球体 。 

3. 我 们 指出 :除了 与 群 元 数目 的 有 限 性 相关 联 的 概念 外 , 群 的 
四 个 条 件 、 2, 子 群 和 陪 集 , 商 群 和 正规 子 群 , 同 构 和 同 态 等 群 概 
念 都 可 以 推广 到 李 群 中 来 。 有 限 群 表示 理论 中 ,线性 表示 、 不 可 
约 表示 、 等 价 表示 ,特征 标 等 也 可 以 推广 到 李 群 中 来 。 


=. 李 群 的 局 域 性 质 


І. 群 的 恒 元 E (参数 选 为 零 ) 附 近 , 参数 为 无 穷 小 5 的 群 元 
4(5) 称 为 无 穷 小 群 元 。4 (6) 的 性 质 决定 了 李 群 的 局 域 性 质 : 决 
定 其 任意 群 元 R 附近 元 素 的 性 质 , 在 群 空间 内 通过 无 穷 多 个 4(6) 
的 相 乘 ,可 以 从 群 元 R 连续 地 过 湾 到 另 一 群 元 5. 

可 以 将 无 穷 小 群 元 写成 


40)-1-1У8д, (3.20) 


р=1 


2А 


р 321 
"98, 5=0 (р=1,2,--- А) 820) 


其 中 
是 群 G 的 生成 元 [ 又 称 无 穷 小 算 符 , 注 意 卫 本 身 并 非 无 穷 小 ,而 是 
在 式 (3.20) 中 和 无 穷 小 群 参 量 5,158 1. 

两 个 无 穷 小 群 元 4(6) 和 B (3) 相 乘 所 得 乘积 元 素 的 参数 


£.(6;6N)=6+6, (3.22) 
所 以 由 A(5)A-1(8)=E (323) 
可 得 5= 一 5 (3.24) 


2. В], Ж SO (3) 的 无 穷 小 元 素 为 


4(8.60)-1-1360,2, (3.25) 
р! 
其 中 
~ 24 
11700) jio=0 (р=1,2,3) (226) 
于 是 ЁЎ, о) = (Аж ))* 
mo т 
=lim[1~i 下 让 车]” 
21-148-1Э| . 
-之 т! 
зєхц-1448-1|-єхр - 1235 (3.27) 
其 中 Т-УТД, (3.28) 


这 样 我 们 就 从 群 参 量 为 零 的 点 通过 无 穷 多 个 无 穷 小 群 元 的 连 乘 
到 达 群 空间 中 群 参量 为 式 (3 一 18) 所 示 о 的 点 ,从 而 得 到 了 有 限 
转动 中 人 8,w ) 用 生成 元 了 和 群 参量 w 表达 的 式 子 (3.27)。 
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三 , 李 群 的 整体 拓扑 性 质 


1. 连通 性 

若 群 G 的 任意 两 群 元 R 和 К, 在 群 空间 中 的 对 应 点 都 可 用 
群 空间 内 的 线 相 联 , 则 称 群 空间 是 连通 的 , 群 G 为 简单 李 群 。 如 
群 U(N), 群 SU(N), 群 SO (N ) 等 ;否则 , 称 群 空间 不 连通 , 群 G 
为 混合 李 群 . 

例如 , 在 前 述 全 旋转 群 SO (3) 中 加 入 空间 反 演 i, 得 到 群 
0(3)。 它 由 行列 式 为 1 和 一 1 的 两 片 构成 。 行 列 式 为 1 的 那 片 包 
括 恒 元 E ,就 是 简单 李 群 SO (3), 是 群 0 (3) 的 不 变 子 群 ;行列 式 
为 一 1 的 那 片 为 此 不 变 子 群 的 陪 集 。 和 弄 清 这 个 陪 集中 一 个 代表 元 
素 (例如 反 演 门 的 性 质 ,就 可 掌握 混合 李 群 0(3) 的 性 质 ; 从 群 不 
可 约 表示 D 来 看 , 因 群 0(3) 中 任意 群 元 可 和 i 对 易 , 故 рй) 58 
数 和 矩阵 ;又 DG)2=D(E)=1, 故 DG)= 土 1 ЈА, рК) = +р 
(ВЭГ 其 中 D (中) 为 群 SO(3) 的 不 可 约 表示 ] ,说 明 Р К), 
奇 两 种 。 | 

2. 简单 李 群 的 连通 度 

(1) 若 简单 李 群 上 述 R 和 R, 间 所 有 连 线 均 可 在 群 空 间 内 连 
续 变形 而 重合 (无 “ 洞 ”), 则 称 为 “ 单 连通 ” ; 若 只 能 分 成 民 组 这 种 
线 , 则 称 为 k 度 连通 ,如 图 3.1 所 未 :…， 

例如 ,在 群 SO (3) 中 ,由 式 (3.19) 有 А 


Ё, л)= (л) 2200 (3.29) 


即 群 空间 任 一 直径 两 端 描写 同一 群 元 i 所 以 ,上 述 连 线 着 过 球面 ， 
则 它 可 在 直径 两 端 肇 聊 : ЕВА Я ВК, Д ат 
通过 在 球面 和 球 内 的 连续 变形 而 使 这 些 跳 唉 相互 反 向 重合 而 消 
失 ,如 图 3.2 (а) (4) т; БИЛЛ ДЭЛ ХК, 则 无 法 
使 驶 由 完 全 消失 ,从 而 无 法 和 前 一 种 连 线 相 重 合 。 于 是 ,连结 К, 
和 R, 的 连 线 分 成 两 组 ,是 双 连 遂 的 ， 
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31 ЖЖ, 双 连 通 和 四 连通 空间 


ж--0 
Р 
-一 一 Р 
О--эт 
Са? 


(с) (4) 
图 3.2 SO(3 ) 群 群 空间 的 连通 度 
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(2) 可 以 证 明 : 对 多 连通 的 简单 李 群 C, 可 以 找到 一 个 单 连通 
的 简单 李 群 G ,使 G~G “(一 多 对 应 )。 群 G ' 称 为 群 G 的 复 盖 
群 ,G 的 表示 称 为 G 的 多 值 表示 。 

例如 ,后 面 将 说 明 群 SO (3 ) 的 复 盖 群 是 群 SU (2), 群 SU (2) 
的 表示 称 为 群 80 (3 ) 的 双 值 表示 。 

(3 ) 群 空间 的 紧 致 性 : 

粗略 地 讲 , 若 群 G 的 群 空间 是 闭 区 间 , 就 说 是 紧 致 的 , 群 G 称 
为 紧 致 李 群 ,例如 群 SU (N ) 和 群 SO (N)， 固 有 洛 仑 效 群 的 群 参 
数 之 一 是 惯性 系 相对 速度 v , 它 不 能 等 于 光速 c ,因而 是 非 紧 致 李 
群 。 

对 紧 致 李 群 ,作为 群 参 数 函数 的 群 函数 , 它 的 积分 存在 。 从 而 ， 
关于 有 限 群 中 涉及 群 元 求 和 的 定义 和 定理 (包括 群 表示 理论 中 的 ) 
均 可 以 推广 到 紧 致 李 群 中 来 。 本 书 讨论 的 连续 群 都 是 紧 致 李 
в. 


四 、 紧 致 李 群 群 上 的 积分 


1. 密度 函数 
有 限 群 中 群 函 数 了 (人 @) 对 和 群 元 0 的 求 和 ， 在 紧 致 李 群 中 对 应 
群 函数 F(R ) 对 连续 变化 的 群 元 R(r) 的 积分 


[F(R)dR=J F(R)W(R) (dr) (3.30) 


式 中 全 r)=d dr,… dr 是 群 空 间 上 点 r 附近 的 元 体积 。 这 里 引 人 

的 W(R ) 称 为 密度 函数 ,描写 群 空 间 中 群 元 R 的 邻 域内 , 群 元 的 相 
对 密度 。 可 以 这 样 定义 W (R): 

设 群 元 R 附近 的 元 素 R 可 写 为 R'=E RR,E ЕЛЕЙ 

的 一 个 元 素 。 利 用 这 种 乘法 ,人 恒 元 邻 域 (de) 内 的 元 素 W(E) (de) 
全 部 移 至 R 邻 域 (dr ) 内 , 故 有 : 

WI(E)(de)= WI(R) (dr) (3.31) 

另 方面 ,元 素 Е-КЖ (3.32) 

2- 


其 参数 е3 (кт) (=1,2,.…h) (3.33) 
对 于 紧 致 李 群 中 固定 的 群 元 R (Р) е 省 7' 的 单 值 解析 函数 ， 
且 e ‘和 r 局 有 一 一 对 应 关系 ,因而 群 空间 体积 元 的 变换 关系 为 : 


д (о/. ө! --- е? of (7 
(йе) = алела) (dr) = det илж (dr) 
(rr) rr WM РР 


Вр, а ЕНГА УЕ. Р 
W(R)=W(E)det | 


ЖА 
Ј 


7 了 二 7 
=W(E)det[S, 03| (3.34) 
其 中 Sr )= 21657) - Of (ns) (3 35) 
іј ar / ду, 8-8 . 


РР 


在 给 定 的 群 参 数 选择 方法 下 反映 群 的 基本 性 质 。 式 (3.34) 中 的 
丈 (E) 常 用 如 下 归 一 化 条 件 确定 : 
rrR)dd = 1 (3.36) 


这 样 定义 的 W(R), 对 紧 致 李 群 是 单 值 、 有 限 、 不 为 零 . 恒 正 的 . 
若非 紧 致 李 群 ,例如 : 洛 仑 兹 群 , 当 群 参数 v 趋 于 c 时 ,这 样 定义 的 
W(R ) 要 成 为 无 穷 大 。 

注意 到 式 (3.36), 则 式 (3.30) 就 是 群 画 数 尼 (R ) 的 平均 值 , 和 
有 限 群 的 式 (1.33 ) 相 应 ,并 且 这 样 的 群 函 数 平均 值 也 具有 式 (1.34) 
到 式 (1.37) 的 性 质 。 

为 求 例 如 群 50 (3 ) 或 群 SU (2) 的 W (R), 可 以 将 式 (3.32) 的 
群 元 用 矩阵 写 出 ,然后 求 出 组 合 函数 (3.33 ) ,再 用 式 (3.34 ) 和 (3.36) 
求 出 W(R), 其 结果 是 球 对 称 的 。 例 如 对 群 SO (3 ), 有 : 


W(R)=sin’ (了 )/ 25202 (3.37) 


或 即 dR= sin? СТ ) daosing 40 dp /27 


式 中 (8,o) 用 以 确定 单位 矢 转 轴 郊 的 方向 , о 是 绕 充 旋 转 的 角 
Ж. 
2. 对 群 元 的 求 和 变 成 群 空间 的 积分 
定义 了 密度 函数 WV(R) 和 群 沙 数 下 (R) 的 平均 值 以 后 ,就 很 
容易 定义 紧 致 李 群 两 个 群 函 的 内 积 : 


«Е(В)У.Р Ку» -ЇЕР(ВУ"Р(ВЭУЛ(Е ХЭ (3.38) 


从 而 ,有 限 群 中 关于 群 表示 、 表示 么 正 性 , 可 约 性 , 等 价 性 等 定义 
和 定理 全 可 推广 过 来 ,例如 和 正 交 定理 有 关 的 有 : 


[Dy (RY DE (RIWERY б) = теё, Be by 039) 
К)", (К) (К) (4)):4,, (3.40) 
а,= 1, (Rx КОР (К) (dr) (3.41) 
还 有 投影 算 符 : | 
Pi=n{ (фУУГЮР, (УГ (К) (342) 
Рь-у Pt=n) (4038 (Ку, (RPTR) (3.43) 
等 等 。 | 


第 三 节 ” 李 群 的 表示 和 李 氏 定理 


李 群 G 的 表示 D* (G ) 也 是 一 个 连续 群 , 故 表示 的 生成 元 己 
起 着 基本 的 、 核心 的 作用 。 本 节 简 要 介绍 表示 的 生成 元 及 其 和 表 
示 D?(G) 的 关系 。 

一 , 李 群 G 的 微量 算 符 Lo 和 表示 Di:(G ) 的 生成 元 1 

1. 微量 算 符 19 . 

ШИХ) ЮЕ, Е Х4:553:113:594:1) 
ОХ) ЧИ: 


рО) Py 0) = (К) 
令 R 为 便 元 附近 无 穷 小 群 元 4, 由 式 (3.20) 和 (3.21) 有 : 


а3206-1 дд 
А-5 23 Ба (344) 


故 由 上 述 两 式 及 式 (3. 24) 得 
Р(Х) = (А1) 


зау оиз 3 


х, Ја 25, (66-07 
= Уге) (3.45) 
~ ! 3 ! ў 
其 中 1,9--1), 2х), | : (346) 


称 为 群 G 的 微量 算 符 , 它 是 群生 成 元 1, 对 标量 函数 (车) 的 诱导 
作用 算 符 。 

2. 表示 D’(G ) 的 生成 元 

设 D*(G) 是 李 群 G 的 、 标志 为 4 的 表示 , 则 


Л 
Р (А) =1-У 812 (3.47) 
p=1 


1_. ОРЧА) 
其 中 таи 8-0 ф-12-0) 848) 
它 是 表示 群 (0) 85:58 50, 也 就 是 群 G 的 生成 元 工 在 表示 
р (G) 中 的 表示 。 若 表示 р (С) ВАЕН, ШІ ЕЖ 
的 一 一 将 式 (3.47) 和 (3.24) 代 入 关系 D(4)*=D(4)-' 中 ,并 注意 
6 ,为 实 ,就 很 容易 证 明 这 一 点 。 
3.< 例 > 群 SO(3) 的 微量 算 符 
Жи, т) Аф, 


" В(1,6) , OR(i,,6,) 


La 一 -~ 人 PP 283 


”85 -0 06 Б-д 
其 中 RG ,6,) 如 式 (3.14) 到 (3.16) 所 示 , 故 得 到 : 

000 0 0 1 -0 一 0 - 
18 -| 9-4 ын 9 0 1 |! 0 0 | (3.49 ) 
01:10 -1 00 000 


і: (pji) 属 (123) 轮 换 
亦 即 ар е) 0: (pji) 中 有 两 个 以 上 相同 (3.50) 
—1: (pji) 属 (213) 轮 换 


> > 3 > 
因此 (АХ), =[р (4) ,= 2,1), 9,11," Х), 
р=і 


= Х,-13,5,Уів,,Х, (3.51) 
р ј 
НЕКА (3.46)5р 8593 851 980 Г,,: 
5 БЭХ д _s - 
10)- У Ху = 1, (3.52) 
这 正 是 群 SO (3 ) 微 量 算 符 的 物理 意义 。 


4.<. 例 > 标量 函数 作为 基 矢 的 表示 的 生成 元 : В п, 个 标 
Ши у(х) (a=1,2,…n,) 作 为 基 给 出 群 SO (3) 的 一 个 n 28 
表示 Р (G ): 


рау Вар О) = Ўр Ор, ха) 
， bmi 
=) рО), (3.53) 
В=1 p=1 


式 中 应 用 了 式 (3.47)、 应 用 式 (3.45) 于 42 (ХЭЗЕЖ1Ж (3.53) 比较 
得 : 


190200) = Ур ОЧ), (3.54) 
8-1 


可 见 表示 六 的 生成 元 ?就 是 在 这 个 以 п, ЗЕ ауа 
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示 рЭРЭ 0 15 (因而 也 是 群 G 的 生成 元 全) 的 表示 。 以 后 会 
看 到 ,车 =n=21+1 个 ! ( 芝 ) 给 出 群 SO (3) 的 不 可 约 表示 ЮУ, 
则 工 就 是 轨道 角 动量 ?在 的 本 征 值 为 1(1+1) 的 (21+1) 维 表象 
中 的 矩阵 表示 。 

二 . 李 氏 第 一 定理 

简单 李 群 G 的 线性 表示 D(G) 完 全 由 它 的 生成 元 
1,(01=1,2--В) 决定 : 

OD(R) __ Bs (әр) (3.55) 

др, ын 


其 中 3 ,0) 由 式 (3.35) 决 定 , 和 具体 表示 无 关 。 
< 证 >: 设 RS=T 8 ї,-/,(58) 
则 在 表示 D(G) 中 р(к) = р(т)р(5') 


固定 8 而 对 参数 " 求 微 商 得 : 
oD(R) _ DO 
илж ын р(57!) 


2; д 
гэгээн 
! Р 


Ж 5 '= К, Т ж{820 Е 附近 变化 , 则 由 式 (3.47) 及 (3.35) 383513 
(3.55). їЕ 

< 讨论 >: 

(1) КЖ л ЕЭ АН,5-Е"-ЕН (к; ) = (050). 
故 由 式 (3.35) 及 (3.11) 得 : 


_ 6f 6;0) 3.56 
5, 0)- шон ӧ=0 1-0 НЫ 05) 
从 而 式 (3.55 ) 成 为 
24} 2: =—ilp(4) 


- 78 - 


它 与 式 (3.47)、(3.48 ) 是 一 致 的 。 
(2) 设 表示 是 п, 维 的 , 则 式 (3.55) 中 的 1, р(К)Ж Е п,Хт, 
和 矩阵, 故 该 式 是 关于 mz 个 矩阵 元 Du (R) 的 一 阶 联 立 偏 微分 方 
程 。 戏 个 边界 条 件 是 
DR)IR-E=1= 单位 矩阵 (3.57) 


具体 计算 时 可 选 特殊 路 径 , 使 路 径 每 一 段 仅 一 个 参数 在 变化 ,化 
成 常 微分 方程 求解 。 例 如 先 令 P=mn=…=n=0 求 出 
Р mm,0,…0), 再 以 此 作 边 界 , 取 mn= ЖЭК пење -э-0Ж 
出 D( 人 ,PP,0,…0) 等 。 

例如 , 绕 刘 = 记 的 那些 转动 形成 群 SO (3) 的 子 群 S0 (2)。 由 于 


REr)RE,t) =RE,r+t) 


即 fC;t)=r+t 
故 s= 51 _=1 
г lt=7 
于 是 ,方程 (3.55 ) 是 个 常 微分 方程 。 
ш) = -100* 6,0) 
其 解 р Фо) =ехр[ – іо/;] 


ЯЕ ТРЕ, Н Н3Ё 748 218 SO (3 ) 一 般 元 素 В (8, о) 
- : Р 3 Ё К 
的 表示 矩阵 :引入 有 = Уа, ШЕ =. В. ЖВНЕ 
р! 
Н, 5 5, 故 在 一 般 坐 标 系 中 : 
г) Go) = ехр[ – ії • Т] 
对 于 混合 李 群 ,只 要 再 给 出 群 空间 每 一 连续 片 中 一 个 元 率 的 
表示 和 矩阵 , 以 此 作 边界 条 件 代替 式 (3.57), 就 可 解 得 混合 李 群 所 有 
元 素 的 表示 矩阵。 例如 群 0(3), 只 要 再 给 出 反 演 i 的 表示 矩阵 一 1 


(1 п, ЕВЕ ), ЭГ 8149:5| НО ВТ эгэл ЭН Е. 

G ) 根 据 本 定理 ,前 两 章 关 于 有 限 群 表示 的 等 价 性 , 不 可 约 性 
及 两 个 登 尔 引 理 中 对 表示 的 任意 抢 阵 工 (R) 所 要 求 满足 的 条 件 ， 
现 只 要 六 个 表示 生成 元 1, (对 混合 李 群 ,再 加 上 每 一 陪 集中 一 代 
表 元 素 的 表示 乞 阵 满足, 就 同样 成 立 . 


=. 李 氏 第 二 定理 
李 群 线性 表示 的 生成 元 满足 共同 的 对 易 关 系 


h 
1,1] = С, 1, (3.58) 
式 中 хайн цан аа! | (3.59) 
Гр Г. г= 6 


ЖВЕОАЖ, Б, Е Э Н) п МЕЕН Е 
表示 的 一 组 生成 元 ,确定 简单 李 群 的 一 个 线性 表示 (包括 多 值 表 
示 )。 

< 证 >: 将 式 (3.$5) 对 г Ж 8: 


2 
2Ф) 2 (уу65,0 уау-Ула, CFLS Өр) 
Он, ду, і or, ! И К , 
同 理 
д> a 
2200 -i DR) -YLS 093.18,0Эр(8) 
因为 D(R ) 是 参数 > 的 单 值 解析 函数 
02р(к) 268) 
一 Or, Or, 省 АЈА (3.60) 


д 26 
所 以 Уп, в (280. - Эн 2) 
13 i p 4 


取 R=E, 注 意 式 (3.56), 即 得 式 (3.58)。 关 于 道 定理 的 证 明 读者 
可 参看 [3] #0 р.90—р.91. 

< 讨论 >: 

(1 ) 结 构 常数 Cw 的 式 (3.59) 说 明 它 的 理论 意义 , 它 和 5,, 一 
样 ,在 确定 的 群 参数 选择 下 反映 群 的 基本 性 质 ,和 具体 表示 无 
关 。 因而 ,通常 是 选 定 一 个 真实 表示 ( 常 为 自 表示 ), 对 于 选 定 的 
参数 , 找 出 表示 生成 元 的 具体 形式 ,计算 对 易 关 系 而 找 出 结构 党 
数 ， 例 如 , 群 SO (3) 的 生成 元 (3.49 ) 满 足 如 下 对 易 关 系 : 


3 
[Le 18] =, 1, (3.61) 


故 其 结构 常数 
С, = Epgs (3.62) 
不 难看 出 , 式 (3.61 ) 就 是 轨道 角 动 量 的 对 易 关 系 : 
(2,,21-1У. ЗОЛ (3.63) 
参考 式 (3.52 ) 看 出 :微量 算 符 1, 中 和 表示 生成 元 满足 同样 的 对 易 关 
系 。 这 显然 是 理所当然 的 . 
(2) 本 定理 说 明 , 式 (3.58) 是 要 求 满足 (3.60) 的 结果 。 所 以 ， 
由 满足 式 (3.58 ) 的 1 沿 不 同 路 径 (这 些 路 径 可 通过 在 群 空间 内 连 
续 变 形 而 重 合 ) 积 分 式 (3.55) 所 得 D(R ) 是 相同 的 ,从 而 能 给 出 简 
单 李 群 的 一 个 表示 。 但 由 于 无 穷 小 群 元 只 描写 李 群 的 局 域 性 质 ， 
对 于 群 空间 是 多 连通 的 李 群 G, 群 G 与 其 复 盖 群 G 有 相同 的 无 
穷 小 元 素 , 故 这 样 得 到 的 表示 可 能 是 G 人 的 表示 , 即 G 的 所 谓 多 值 
表示 。 例 如 ,以 后 将 会 看 到 ,由 满足 式 (3.61) 的 生成 元 生成 的 不 可 
约 表示 Di,j 可 取 整 数 和 半 整 数 。j 为 半 整 数 时 , 就 是 群 SU (2 ) 的 
表示 ,或 称 为 群 SO (3) 的 双 值 表示 。 
四 . 李 氏 第 三 定理 
< 定理 > 李 群 的 结构 常数 满足 


Co 一 Е Сар (3.64) 
及 二 [Ce C++CIC+CCO =0 (3.65) 


< 证 >: 式 (3.64) 是 定义 式 (3.59 ) 的 直接 结果 ， 
通过 直接 展开 可 见 下 述 雅 可 比 恒 等 式 成 立 
10, 51,3.44411.1,1241051,14-0 
将 式 6.58) 代 人 ,注意 到 生成 元 互相 线性 独立 ,立刻 得 到 式 0.65). 
根据 本 定理 ,可 以 由 结构 常数 对 李 群 进行 分 类 ,本 书 不 全 面 讨 
论 这 种 分 类 。 只 是 指出 一 点 :如 果 选 取 实 参数 , 则 有 相同 结构 党 
数 的 两 李 群 局 域 同 构 ,但 整体 上 不 一 定 同 构 。 例 如 , 由 下 述 , 若 以 
0, (p= 1,2,3) 表 示 泡 里 矩阵 , 则 以 0,/2 08: 2 ЖА 51 8 8 
旋 ) 为 生成 元 生成 的 群 SU (2) 和 群 50 (3) 的 关系 就 是 这 样 


五 . 群 SU (2) 

(1) 由 于 
0 1 0 一 ; 1 0 

ач| |. | |. | | (366) 
1 0 і 0 一 

易 验 证 如 下 对 易 关 系 
3 

[0,/2 ,0, /2] =i2, 660, /2 (3.67) 


易 见 , 它 是 和 式 (3.61 ) 一 样 的 。 以 0,/2 为 生成 元 ,以 式 (3.18) 的 3 
个 实数 (oo:,o3) 或 即 到 ,o ) 为 参数 时 , 就 得 到 群 SU (2), 它 和 
群 SO(3) 有 相同 的 结构 参数 。 

(2 ) 重 复式 (3.27 ) 的 推导 , 可 把 群 SU (2) 的 一 般 元 素 写 为 


и (п, о) =ехр{ - 53 w,0,/2] -ехр|-їт, 9/2] (3.68) 


其 中 7= У і0, «(3.69) 
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利用 2-1, 5125 53854154 (3.68)80 ХЕ, 则 
и Фо) =ехр| — і00,| 2] = у 1—2) 
т=0 : 


利用 cz= 1, 上 式 可 写成 
ээ. 0 (-1)7"(ө/28" . (1) боу2 0)" 
и ф,0) х, (От), іо). (От +1)! 
` = соѕ (0/2) – ісуѕіп(0/2) 
ЖЖ 0,150 НЯЕ АРНО О 5, ПЕ 


~ ~ 3 
, 中 ,0o, 要 换 成 n。 с= Упс, 


ре1 


3 
故 и (п.о) = сов (0/2) – 1 њоріп(о/2) (3.70) 
р 


或 者 ,将 单位 轴 矢 二 的 分 量 n, 用 其 方位 角 (9 ,9@ ) 表 达 : 
n=sinO 060 , п, = 5110 sing , п, =со50 (3.71) 


Я) 


иф ,о)= 
—іѕіп(/25іпбеі? 05 0/ 2)+іѕіп (/ 2) 050) 
这 相当 于 用 3 个 角度 (6,9 ,wo ) 的 值 作为 群 参 量 。 由 之 可 直接 验 
证 , 仍 是 行列 式 det=+1 的 复 么 正 矩阵 。 群 SU(2) 则 是 一 切 这 
种 2x2 矩阵 的 集合 。 
(3) 5 и(п.5) Фо 0 0/2 出现, 由 式 (3.70) 可 见 : 
и(1,Ф)-4(-97,4л-0) (3.73) 
这 和 式 (3.19) 不 同 。 从 而 ,w。, 应 取 为 2r 而 不 是 群 SO (3) 中 的 
л. РЖ, # SU (2 ) 的 群 空 间 则 是 以 原点 为 心 ,半径 为 2л 的 球 .。 
同时 , 由 式 (3.73) 及 (3.70) 可 见 
и (1,21)-4(-7,2:)--1-и(и/2л) (3.74) 
即 : 群 空间 球面 上 ,不 仅 像 群 SO (3 ) 那 样 ,一 个 直径 两 端的 点 代表 
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й cos (9/2)-18ш(0/2Хо60 一 isin@o/2kinge 
| | (372) 


同一 元 素 , 而 且 球面 上 所 有 的 点 代表 同一 元 素 。 因 而 , 虽 可 在 一 
直径 两 端 跳 牙 , 但 跳跃 后 又 可 沿 球面 滑动 回 起 始点 , 即 任意 跳跃 
可 通过 在 群 空间 内 连续 变形 而 消失 ,因而 是 单 连 通 的 ， 

由 式 (3.27) 可 见 


К(ї,Ф)-К(-,2л-) (Cr 一 wxr=a) (3.75) 
{Н н (3.70) а] 8 
и(1,Ф)--1(-1.,27-0) (3.76) 


亦 即 ,对 于 (-1,2х-0)80 Е: ЕВЕ 50(3)Ч  ОЖ Ап, о) 
表示 ;但 在 群 SU (2 ) 中 则 必须 用 и.о). АЕ, К.о) 
和 十 4,o) 相 对 应 。 群 50(3) 588 510(2)0)2-180 44858, 
二 者 整体 上 不 同 构 。 但 例如 若 只 就 转角 осол 的 群 空间 讨论 , 式 
(3.75) 和 (3.76) 的 左右 两 端 中 ,总 有 一 端的 群 元 对 应 的 转角 大 于 
:上 述 同 态 关系 不 再 成 立 , 而 成 为 同 构 关系 。 亦 即 群 SU (2 ) 和 群 
SO(3 ) 局 域 同 构 , 是 群 SO (3 ) 的 复 盖 群 , 
(4) 群 SU(2) 也 是 紧 致 李 群 ,其 密度 函数 
И (и) 881 (0/2)/ Атга? (3.77) 


是 式 (3.37) 的 一 半 (也 是 球 对 称 的 ); 同时 ,对 w 的 积分 限 也 比 群 
SO(3) 大 一 倍 ,是 从 零 到 2л. | 


Ят Е е 2 О 

李 群 和 李 群 表示 的 许多 基本 性 质 都 可 以 通过 李 代数 来 研究 . 
本 节 给 出 这 种 研究 的 某 些 方面 的 粗浅 介绍 ,并 仅 以 SU (2) 群 和 代 
数 为 例 ， 在 第 五 章 的 拉 卡 代数 应 用 中 还 有 更 多 的 例子 . 

一 . 李 代 数 的 定义 

李 群 G 真实 表示 的 h 个 生成 元 是 线性 无 关 的 ,在 以 这 些 生成 
元 为 基 的 ( 复 ) 线 性 空间 ( 即 基 的 一 切线 性 组 合 的 集合 ) 中 ,定义 矢 
量 的 乘积 为 对 易 关 系 , 则 此 空间 关于 此 乘积 是 封闭 的 [ 郊 式 6.58〗 ， 
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此 空间 称 为 李 代数 L。 
例如 ,以 标量 函数 汪 ( 革 ) 为 表示 基 矢 的 群 SU (2 ) 的 表示 , 其 生 
成 元 是 满足 式 (3.67 ) 的 角 动 量 算 符 , 记 为 7, (р-1,2,3): 


[Ј, ,Ј] ўе. (3.78) 
以 角 动量 算 符 为 基 的 李 代数 称 为 SU(2) 李 代数 . 
= 根 矢 和 根 图 
定义 J,=J +iJ,=E, 
J =J -i],=E.,, (3.79) 
了 一 万 = 万 ， 
则 由 式 (3.78) 易 证 | 
[IH,, Нї1-0 (3.80) 
[Н,, Е.,] = (+1)Е,, (3.81) 


满足 式 (3.80) 和 (3.81) 的 一 组 3 个 新 基 (3.79 ) 称 为 正则 基 , 其 中 用 
鼠标 记 的 基 占 有 特殊 的 地 位 。 作 为 算 符 的 Е, 满足 式 (3.81 ) , 故 
Е. 也 称 为 如 ,的 本 征 矢 ,相应 的 本 征 值 为 ( 土 1)。 有 关 算 符 本 征 
矢 的 意义 ,参见 式 (4.34) 的 讨论 。 
一 般 李 代数 的 基 可 以 组 合 出 n 个 互相 对 易 的 基 矢 也 
0 二 1,2,…n) ,其 余 的 基 矢 可 线性 组 合成 其 余 的 正则 基 矢 ЕЕ - 
们 都 是 这 nn 个 Н, ВА ЖЕК 
[HH]=0 (0,k=1,2,…n) (3.82) 
[HH ,E]=%E,. (x=1,2,.…h—n) (3.83 ) 
Ип КАТЕ а 作为 坐标 可 得 到 所 谓 权 空间 的 一 个 矢量 х- 
(01,0, '-0,), ЖК о У EE, 的 根 和 撩 ,简称 根 。 五 ,的 根 是 零 。 
所 有 根 矢 在 权 空 间 的 排 布 称 为 根 图 。 
SU (2 ) 李 代数 的 n= 1, 即 权 空间 是 一 维 的 , 其 根 图 如 图 3.3 所 
示 。 在 第 五 章 图 51 中 , 画 出 了 R, 代数 的 根 图 , 它 的 权 空 间 是 
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二 维 的 。 
-1 0 1 
图 3.3 SU(2) 李 代数 的 根 图 
、 李 代数 的 表示 和 权 图 
李 代数 一 个 不 可 约 表示 р (L ) 的 基 矢 是 n 个 有 的 共同 本 征 
矢 , 当 本 征 矢 是 算 符 ;作用 的 态 和 失 时 写 为 
Н,у,= Ніт>=т|®ћ> (=1,2,…n) (3.84) 
й = (т.т, т) |> 的 权 矢 , 简 称 权 。 若 有 不 
止 一 个 基 矢 对 应 同一 权 矢 闹 , 则 帝 称 为 简 并 权 矢 。 在 权 空 间 由 原 
点 出 发 画 出 一 个 不 可 约 表示 的 所 有 基 矢 所 对 应 的 权 矢 , 得 到 的 图 
称 为 该 不 可 约 表示 的 权 图 ,形象 的 表现 了 该 不 可 约 表示 。m 个 已 
在 这 个 不 可 约 表示 中 的 矩阵 太 (,) 都 是 对 角 化 的 和 矩阵, 
ШТ  Н1(Е/8»-1-1Н,.Е/т»ФЕ,Нй» 
| = (т+а)[Е,|т>] (3.85) 
所 以 Е т> А (+). КИГЕН Р Н 
权 矢 可 看 成 是 用 平移 算 符 E, 从 一 个 权 矢 开始 做 出 的 。 因 为 这 些 
平移 是 在 被 各 根 所 决定 的 方向 上 ,所 以 不 可 约 权 图 显示 了 根 图 的 
对 称 性 。 所 谓 半 单 ( 纯 ) 李 代数 的 所 有 权 矢 之 和 为 零 . 

若 两 个 权 矢 之 差 (т,-т,) 8988-41-53: 015) ЭЕ, 则 称 
т. А т, (这 当然 和 mm 个 已 中 哪 一 个 被 指定 为 Н, 哪个 被 
指定 为 H,… 有 关 )。 正 根 父 对 应 的 E, 称 为 升 权 算 符 ,E_, 为 降 权 
算 符 ， 

在 有 限 维 表示 中 , 必 有 一 个 最 高 权 j , 它 满 足 

Е| М»-0 (3.86) 
其 中 E, 为 升 权 算 符 。 所 谓 半 单 ( 纯 ) 李 代数 的 不 可 约 表示 的 标志 
就 是 用 这 个 最 高 权 前 . 
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由 李 群 表示 的 生成 元 组 成 的 、 可 以 与 所 有 生成 元 对 易 的 矩阵 
称 为 卡 塞 米 尔 (Casimir ) 算 子 ， 在 不 可 约 表示 中 它 是 常数 矩阵 , 这 
些 常 数值 可 以 用 来 标记 不 可 约 表示 .对 紧 致 李 群 ,1 是 一 个 卡 
ЖЖЖИ Т. ? 

在 SU(C) 李 代数 中 ,根据 角 动量 对 易 关 系 (3.78 ) 可 证 (例如 ， 
参考 [3] 中 $ 14.1): 


Н|јт> =т\јт> | (3.87) 
CINm> =j0+ 1)jm> (3.88) 
其 中 j=0,1/2,1,3/2,2,5/2,. (3.89 ) 


它们 说 明 ; SU (2 ) 李 代数 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 可 记 为 D/,j 取 
整数 和 半 整 数 。 对 一 个 给 定 的 D/, 表 示 维 度 为 (2j+1), 805 
(2j+1) 个 角 动 量 本 征 函 数 |jm> 作为 表示 基 矢 , 它 是 昌 ,=J. 的 
本 征 态 , 权 矢 为 m, 是 一 维 矢量 .。m 不 同 的 基 矢 |jm> 由 平移 算 
ТЕ. 相 联系 。 表示 Di 的 权 图 确 具 根 图 (3.3 ) 的 对 称 性 ,如 图 (3.4) 
所 示 。D’ 表 示 的 最 高 权 M =) 即 最 大 的 т. 


Н, 
-2--312--1--12 0 1/2 1 32 2 


图 3.4 SU(2) 李 代数 表示 рн 055105 Е 


又 ,表示 基 矢 [jm> 也 是 п 六 Jz 的 本 征 态 ,本 征 值 / 031) 


也 可 用 来 标志 Di, 即 标志 这 个 以 (2j+ 1) 个 jjm> 为 基 矢 的 小 表 
象 ， 在 这 个 小 表象 中 , 51 77 ЕӨЕРЙЖ SU (2) 李 代数 基 
矢 J 在 其 不 可 约 表示 р) 中 的 表示 。 由 量子 力学 知道 ,以 这 样 的 
线性 矩阵 来 表示 几 , 则 岂 的 一 切线 性 组 合 及 它们 间 的 对 易 关 系 
(在 李 代数 中 定义 为 矢量 乘法 ) 都 可 由 相应 的 矩阵 真实 地 表示 出 
来 ,所 以 给 出 了 这 个 李 代 数 的 一 个 矩阵 表示 ， 

在 第 五 章 中 还 有 ;代数 表示 的 一 些 例子 。 
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Д. 李 代数 的 表示 和 地 群 的 表示 


因为 李 代数 的 表示 给 出 了 李 群 表示 生成 元 (及 其 线性 组 合 、 
对 易 关 系 ) 的 表示 , 所 以 , 从 表示 生成 元 的 意义 上 说 , 李 代数 的 表 
示 也 是 李 群 的 表示 ,表示 是 共同 的 ,表示 的 基 矢 也 是 共同 的 。 

李 群 的 无 穷 小 群 元 [ 式 (3.20)] 的 表示 和 群生 成 元 的 表示 有 
很 简单 的 关系 ,前 者 是 后 者 的 线性 组 合 ,组 合 系数 中 有 无 穷 小 群 
参数 5 . 

李 群 的 一 般 有 限 群 元 ,例如 式 (3.68) 也 是 由 群生 成 元 和 群 参 
数 决定 。 该 指数 式 的 宕 级 数 展 开 中 涉及 类 如 1= 0,/2 的 如 下 乘积 


(—@0/2) DL+D1)= (– 0,0,2) 01,1,-[1,, 1) 


这 样 的 项 。 在 表示 矩阵 元 的 计算 中 ,上 式 右 端 第 一 项 给 出 通常 
“可 对 易 量 ” 的 结果 。 第 二 项 则 要 用 到 群生 成 元 对 易 关系 的 表 
ж. 李 代数 的 表示 中 包含 了 这 种 对 易 关 系 的 表示 ,所 以 , 李 群 一 
个 有 限 群 元 的 表示 由 对 应 的 群 参 数值 和 李 代 数 表 示 决 定 。 

局 域 同 构 的 李 群 ,例如 群 S0 (3) 和 群 SU(2) ,它们 的 生成 元 
满足 同样 的 对 易 关 系 式 (3.61) 和 (3.67)。 因 而 ,它们 的 表示 生成 
元 ,例如 ,标量 波 函 为 基 矢 的 表示 中 的 轨道 角 动量 忆 和 量子 数 为 
1/2 的 自 旋 角 动量 8, ,满足 同样 的 对 易 关 系 。 亦 即 , 它们 的 李 代数 
是 同 构 的 ,都 是 SU (2) 李 代数 。 这 个 李 代 数 的 不 可 约 表示 PD’ 
0=0,1/2,1,…), 是 群 SU (2) 的 真实 表示 ; j 为 整数 时 ,也 是 群 
80 (3 ) 的 真实 表示 即 单 值 表 示 , 但 /为 半 整 数 时 , 则 是 群 SO (3) 的 
双 值 表示 : 由 4 和 矩阵、 即 群 SU (2) 的 自 表示 ( 它 等 价 于 рут) 
矩阵 所 满足 的 式 (3.76) 看 出 , 群 SO (3 ) 的 一 个 群 元 (转动 )R 信 ,ao) 
用 符号 相反 的 两 个 矩阵 土 u 傍 ,w) 表 示 。 或 绕 任意 轴 郊 旋转 2r 
的 矩阵 uw 是 一 1[ 2 (3.74)], 0 8 4л 的 转动 才 用 w=1 即 单位 矩 
阵 表示 。 这 是 一 切 ) 为 半 整 数 的 表示 D/ 的 共同 特点 。 
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Жї ” 李 群 的 表示 矩阵 及 其 特征 标 

一 、 李 群 的 表示 矩阵 

如 前 节 所 述 , 在 李 群 的 一 个 不 可 约 表示 D’(G ) (1 通常 由 一 组 
n 个 数 表 示 ) 中 , 李 群 一 般 群 元 的 表示 是 以 相应 李 代 数 的 n 个 正则 
Ж H(i=1,2,…n) 的 n 个 共同 本 征 态 作为 表示 基 矢 ,由 各 Н, 
和 E, 的 nxn 表示 和 矩阵 及 该 群 元 对 应 的 群 参数 构成 , 它 也 是 一 个 
п, Хп, ЭН 

以 群 SU (2) 5061. 50 (2 ) 李 代数 的 基 矢 为 作用 于 波 函 的 3 个 
яая 7, , 即 


3 六 
1-14,, (3.90) 


的 3 个 分 量 。 故 群 SU (2) 的 无 穷 小 群 元 在 波 函 为 基 的 表示 中 写 
为 类 似 于 式 (3.25 ) 的 


4(7.60)-1-1У бо,7, (391) 
р-1 й 
从 而 , 群 SU (2 ) 的 一 般 群 元 表示 为 对 应 于 式 (3.68 ) 的 算 符 
О (т, о) =exp[ –іо? • 7 (3.92 ) 
设 р 50020) Гу, Ну Н,-2,80(2/-1) Л 
本 征 函 数 |jm> (m=j ,j 一 1 ,… 站), 则 群 SU (2 ) 一 般 群 元 的 表示 
ЯВрЕН р! (п, о) 


im> 6 О 0. о)ут> = 加 全 Di о) (3.93) 


其 中 рүү < јт10|јт> (3.94) 


实用 上 采用 3 И 8 (x ,6 ,y ) 作 为 群 参 数 , 算 符 六 (7,о) 
换 成 : 


0 (0,В,у) =ехр[ -16Дехр-187Дехр-1974 (3.95) 


从 而 р’ fo ) 换 成 通常 的 转动 矩阵 р! (x,P ,y): 
Рі, & ,Byexpl—im 6 <јт Їехр-1871 ут >ехр[— іту) | “ (396) 
Di (а „В ,7) 满 足 如 下 正 交 归 一 条 御 


ЇЇ 8шё48р,Х, (а.8.9)р,3, (а, В.у) афар 


8л? 

2+1 др днб т 
进一步 讨论 可 参看 [3] 8:5 14.3. 例如 ,这 里 式 (3.96) 即 其 $143 
的 式 ( 5) 和 (6), 式 (3.97 ) 即 式 (34 ) 等 等 。 

二 , 李 群 表示 的 特征 标 

李 群 表示 的 特征 标 很 重要 。 和 在 有 限 群 表示 论 中 一 样 ,许多 
定性 的 讨论 只 用 到 它 .。 我 们 在 此 举例 说 明 它 的 计算 法 。 

1. 群 SU(2) 和 和 群 SO (3 ) 例 : 

(1) 易 见 : 两 个 转角 相等 但 转轴 不 同 的 转动 可 用 相似 变换 联 
жеж. И: 


(3.97) 


ЭКО, 5 у 8 1,855 1, В, ЕАО о) 7,6 
о, Ж, КО, 2), 所 以 ,总 结果 是 К(,0). 
(2) 因 为 联系 不 忆 ,w) 和 RE,w ) 的 ЁО, ) 也 在 群 S003) 


中 ,所 以 中,w) 和 久 慷 ,w) 在 群 S0 (3) 中 是 同类 元 素 ， 其 表示 
特征 标 相同 。 这 个 结论 可 推广 : 群 50 (3 ) 中 任意 两 个 转角 相等 的 
群 元 同类 ,有 相同 的 表示 特征 标 。 因 为 使 它们 转轴 重合 的 操作 也 
是 一 个 转动 , 它 必 在 群 SO (3 ) 中 。 

(3 ) 可 利用 上 述 结 论 简化 群 SO (3 ) 或 群 SU (2 ) 表 示 特 征 标的 
计算 . 方法 是 选取 所 讨论 群 元 的 转轴 序 为 姜 。 于 是 ,该 群 元 的 
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表示 算 符 写 为 六 =exp[ оў], ЛА SU (2) Н я 
Н, = 
从 而 在 不 可 约 表示 р НА ЕЕ ЯН 0: 
р.) = <jm expl -80/,т» 
= exp[ — iwm] 6, » (3.98) 
转角 为 o 的 其 它 群 元 和 它 同 类 ， 在 不 可 约 表示 D/! 中 的 表示 特征 
标 相同 ,可 计算 为 : 
х,о) = Уру, @, о) = У exp[ – im @] 


=ехр[ – іјо] Ў exp[in о] 


= (екріі 0+0] –екр-# 04-30 {exp[io/2] -ехр-8021) 
=sin[ (+ 1/2) о] /ѕіп(0/2) (3.99 ) 
这 里 /7 可取 整数 或 半 整 数 。 

注意 ,只 要 表示 的 基 仍 是 这 (2j+1) 个 |jm>, 则 任何 转动 
RG， o) 的 表示 特征 标 都 由 式 (3.99) 确 定 , 而 不 论 该 转动 是 群 
SO (3 ) 的 一 个 群 元 或 只 是 它 的 一 个 子 群 (例如 以 后 将 讨论 的 有 限 
阶 点 群 ) 的 群 元 АЖЕН, Ё (т, о) 
和 只 Go) 可 能 并 不 再 属于 同一 类 了 。 这 在 体系 对 称 性 降低 时 
关于 不 可 约 表 示 约 化 (也 称 为 分 支 律 ) 的 讨论 中 是 很 重要 的 . 

也 可 象 有 限 群 那样 , 列 出 其 不 可 约 表示 特征 标 宕 对 群 
50 (2) 或 50 (3) 这样 的 特征 标 表 就 是 令 式 (3.99 ) 中 j 取 不 同 整 数 、 
半 整 数值 的 式 子 ， 

2. 其 它 李 群 表 示 的 特征 标 ,也 可 类 似 地 计算 。 

Ц уя = Агт 表示 相应 李 代数 不 可 约 表示 05893 6, НЭР р 
用 以 区 别 简 并 于 同一 权 矢 六 的 简 并 基 矢 ， 则 通常 是 直接 计算 Н 
型 算 符 exp[ —i2,9, Hl (注意 这 种 算 符 只 含 n 个 群 参 数 0, 
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其 余 (h 一 n) 个 参数 为 0) 的 特征 标 ,因为 它 的 表示 和 矩阵 是 对 角 的 : 

х, ф)= < 23 前 exp[ — Ў о,Н1дүй» = У exp[— Ўт) 100) 
үЯ /= 23 їл 

式 中 求 和 跑 遍 表示 新 的 所 有 权 矢 т (m,,m,,…m, ), 若 某 个 权 

矢志 出 现 s 次 ( 即 其 y 有 s 个 取 值 ), 则 求 和 中 该 项 出 现 s 次 。 总 


之 ,上 式 对 (7 成) 的 求 和 共 包 含 n, 项 ,n, 是 表示 D’* 的 维度 
作为 特例 ,在 上 式 中 令 wm = 0, 则 得 到 


х; (0)= п, ! (3.101) 
是 表示 的 维度 ; 若 使 式 (3.100 ) 中 的 ф, 为 无 穷 小 бф,, ИС ЭН 
х, 00) =) (1-10 · ®) =),1=п, (3.102) 


其 中 55= (69,, 59; ，… ӧф,) 

因为 一 个 不 可 约 表示 的 权 矢 之 和 为 零 。 所 以 ,无 穷 小 群 元 的 表示 
特征 标 不 能 充分 地 表征 该 表示 , 必须 计算 有 限 群 元 的 特征 标 
(3.100) — = (3.99 ) 是 它 的 一 个 简单 特例 (其 中 n= 1)。 


第 六 节 ” 李 群 的 直 乘 表示 及 其 约 化 


本 市 简要 讨论 李 群 的 直 乘 表示 及 其 约 化 ,并 引入 SU (2 ) 群 表 
示 基 矢 的 直 乘 约 化 系数 , 即 3j 符 号 (C 一 G 系数 ) 和 6j 符 号 (Racah 
系数 ), 以 便 以 后 的 应 用 。 


一 , 李 群 的 直 乘 表示 及 其 约 化 


1, 直 乘 表示 
设 李 群 对 应 的 李 代数 有 两 个 不 可 约 表示 р" 和 D* , 即 : 


Ніл, =тард, фт) =1,2,-0, 
Hi=my (т) =1,2 п 
Я (пхп, О үл, р, ЕИЗ й, ДЕ ТТА Н 2Е БО С-- 
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个 直 乘 表示 р": 


Надр = (mt mn 6 (3.103) 
这 里 互 , 表 现 为 微分 算 符 , 直 乘 表示 的 权 矢 为 两 表示 权 矢 的 所 有 可 
能 的 和 (共有 п, п, л). 


同时 ,这 也 给 出 李 群 的 一 个 直 乘 表示 D wxx): 
өр ну рд, р 


ЯС БЭХЛЭН ЭХ 020) 
| 了 ј 
= ехрі 一 这 ф, (m+ ту"), (3.104) 
Ї . 


利用 式 (3.104 ) 算 出 的 直 乘 表示 特征 标 必 为 两 表示 特征 标的 乘积 
Хах) (Ф) = х; (Ф )х (ф) (3.105) 
2. 直 乘 表示 的 约 化 
对 应 于 直 乘 表示 的 约 化 ,特征 标 关 系 为 
Хүхэ) (Ф) = ад. (Ф) (3:106) 
其 中 qj. 为 不 可 约 表示 D” 在 直 乘 约 化 中 出 现 的 次 数 。 虽然 原则 
上 可 象 有 限 群 那样 根据 特征 标 正 交 定理 (3.40), 用 式 (3.41) 去 计 
算 @., 但 由 于 此 式 用 起 来 并 不 方便 ,同时 式 (3.106) 对 ”的 求 和 有 
无 穷 多 项 ,所 以 ,实际 上 是 用 各 种 不 同 的 技巧 直接 求 出 有 限 个 a.， 
使 式 (3.106 ) 得 到 满足 ,其 余 的 q. 就 都 是 零 了 。 
例如 , 群 SU (2) 两 个 不 可 约 表 示 D' 和 D” 的 直 乘 ,其 直 乘 特 
征 标 
х,о) (о) -18ш(1:-4-1/2)д/8ш(0/231| зшо/8ш (0/2)] 
=[sinlo + (1+1) о] /віп(о/2) 
说 明 р х р!?= D+ Фр! -/> (3.107) 
СЕИ ТАЕ. 
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由 
同样 ртхрь-) р! (3.108) 
其 中 j=ji+th ,hth—l, А-А (3.109) 
也 可 由 特征 标 分 解 式 (3.106 ) 证 明 。 满 足 式 (3.109) #7, . 和 j 称 
为 满足 三 角形 关系 A Qj,j)。 


=. 群 SU (2 ) 直 乘 表 示 基 的 约 化 系数 


按照 式 (3.41 ) 或 (3.106), 从 特征 标 关系 去 判断 了 直 乘 表示 约 
化 为 那些 不 可 约 表 示 的 直 和 以 后 ,如 果 要 得 到 所 约 化 成 的 这 些 不 
可 约 表示 的 基 矢 以 作 进一步 的 讨论 或 计算 时 ,就 需要 基 的 直 乘 约 
化 系数 。 

为 了 以 后 的 需要 ,我 们 分 别 简 介 群 SU (2 ) 两 个 和 三 个 不 可 约 
表示 直 乘 约 化 时 基 的 约 化 系数 ,只 列举 定义 和 性 质 而 不 予 证 明 ， 

1.C 一 G 534081 3/ #5 

式 (3.108 ) 中 属于 不 可 约 表示 руй |лљјт> ЖЭ” 
ВЕКЕ ЗЕ | лт т> =|jim>|jim,> 的 线性 组 合 , 组合 系数 
即 为 Clebsch 一 Gordan 系数 (简称 C 一 G 系数 ): 

<jm jhnijijim> = <jm jmljm> 


[jihjim> = лт т> «јот jm | јт> (3.110) 
式 中 只 对 m, Ят, 的 所 有 人 允许 值 求 和 ,六 和 大 是 确定 的 。 特 别 是 ， 
我 们 将 来 要 具体 用 到 jh=1 和 j= 由 的 CG 系数 。 它 的 值 为 : ([3] 
的 表 16; 设 AGij 门 和 m= т, +т,, 否则 为 零 )。 


т,= +1: <jimlm| ј1јт> = | (т) GFm+1)/ /2j0+1) 
= Гот) бт) 125041) (3.111) 
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m=0: <iml0jljm>=m/ |)(41)-0/ fj 0+1) 


按 第 二 章 第 六 节 所 述 的 关于 不 可 约 表示 基 相 因子 的 任意 性 ， 
现 已 经 选择 D" ,D7 以 及 Di 各 基 的 相 因 子 ,使 上 式 中 C 一 G 系数 
都 是 实 的 。 

对 应 于 直线 约 化 基 矢 |j, у, jm> 的 这 种 选择 , 直 乘 约 化 出 的 
不 可 约 表示 D/ 的 矩阵 也 确定 为 : 

р, „= У, Р,“ т Р”, тет «ттт |) ђјт > 


ти” т 


. <лту рт тд}, ђјт> (3.112) 
式 (3.112) 的 逆 为 
рд, Р, =), <jom msth hjm! tm > 
«ўт Аны) jj mtm> Р. тат, (3.113) 
式 (3.112) 和 (3.113) 称 为 Clebsch 一 Gordan й. 
和 C-G 系数 相当 的 3 符号 也 广泛 使 用 ,其 定义 如 下 : 


33) | | 
( ре едт ны hm> (3.114) 
т; т, 


其 中 (/1-2/41 (3.115) 


注意 :可取 整数 或 半 整 数 ,但 0G 土 m) 总 是 整数 ,[j 土 G1+ 记 )] 总 是 
整数 。 这 种 性 质 在 具体 计算 中 很 有 用 。 


3 符号 具有 如 下 性 质 : 
Л }, ГА . т, т, +т,= 0 
( )-• 除非 有 | G.116) 
тт, т; 30.55) 
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Л ГА ГА ГА ГА ГА 
2) ( )-( ): 列 循环 不 变 (3117) 


тт, ту mm; mi 
; 7 ) 7 7 1| ХУ 

Ч) ( ГА "үсэн? 1 инч (3.118) 
н, моту) 818 


jj jj 
Л ( J ) ( ) : 底 行 循环 不 变 (3.119) 


тт, т; ттт; 


848) (77 үне 
5) ( FE ( ` 可 能 反 号 (3.120) 
т.т, т; ж 


т, 1-1, 


Л Л Хүүл АА . 
6) nz | ja (3.121) 


тт тт, ту, / тт, тү? 


тал, 
7) ZL 8! Ёс 6,.... (3.122) 


лт тт, т,/ \ттуіт, 


后 两 式 称 为 么 正 性 ， 

C-G 系 数 和 级 数 , 以 及 31 符号 可 参考 [3] 的 $14~2 和 和 
314-3. 3) 符号 已 全 部 算出 列 成 表 [4] ,也 可 编 个 小 程序 计算 。 

2. 拉 卡 (Racah ) 系 数 和 6/ 符号 

群 SU (2) 的 3 个 不 可 约 表示 D*、D* 和 Ds 直 乘 约 化 后 含有 
哪些 不 可 约 表示 Di ,是 完全 确定 的 且 和 耦合 次 序 无 关 ; 但 耦合 基 
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有 关 : 前 者 是 取 1 个 D* сртхр”уЯ р”? 8254 948: р 
矢 , 后 者 是 D*， 和 DCDi@D3) 直 乘 约 化 所 得 Di 的 基 矢 。 即 使 /7 
和 m 的 值 取得 一 样 ,二 者 也 是 不 同 的 ,各 给 出 一 套 写 出 1jm> 的 
表象 基 矢 ,由 Racah 系数 Уб, 5.АМу/ыУНКЖ: 


1Л 5 Oh jm> =) hj Ga)ym> ЛИ? 
js 
2 (Јајо Ја) (3.123) 
式 中 对 /2s= +7, ЮЕ у, 的 一 切 可 能 值 求 和 。 同 时 ,系数 И/ 
和 投影 量子 数 m 无 关 , 也 是 实数 。 
和 Racah 系数 相当 的 是 6j 符 号 ,其 定义 如 下 : 


Аһ јь 
| , 。 ， co WO bij ;jn js) (3.124) 
з Ј Јз 
6j 符号 具有 更 高 的 对 称 性 
Л А ћ A Vij, j) А (0) jn) 
0) |- 除非 有 | “及 | нт 0.125) 
hj ja A (АЉ) A 0,715) 


可 形象 地 表示 这 4 个 A 关系 如 下 : 


А) 


ЛАА 7,7, 3 53 4 
”| 可 可 | (3.126) 
1 1,5, ЬЬ 11, 1, 
即 对 列 的 任何 交换 不 变 。 
Л АА lt hj lhl 
sm 
1, 1, J, 3,3, 1, Л 41:34 


即 对 底 行 任何 两 个 数 与 顶 行 对 应 两 数 的 交换 不 变 . 


ih jo jl bj 
АУГАА |, Ш Ер 8 И |=, (3.128) 
да З ДР? З Ј Ја 
ў Л 7, 1 Л 517 
эх сэхэ Л а р з Ш М, : | G129) 
№ Л 了 js Ј Ј J» Ј 3, МА 
后 两 式 亦 称 为 正 交 性 。 


6j 符 号 可 参阅 [ 引 的 8$1-6 或 [g 的 85-2 ,并 已 算出 列 成 表 
14. 也 可 编 个 小 程序 计算 ， 
з. 联系 3j 和 6j 符号 的 两 个 公式 


1) А ин Ц л )-Еєч упот 


115 т, т, т! Аъ 
Л 1, , 1, Л і, 1, ІА л 
(050035) om 
m № 一 ш т, bs ш = т; 


Л 12 3 й ІА 3 
2)》 ернеу ) | 


m т, т; Ш 7А т 


л АЛ 1 8 л 1,4 
Херш] Х )( ) 6.131) 
Lp, lb 2) шт, т № 一 各 
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3 8 
1. 试 证 群 SO Co) 的 生成 元 是 mxn 的 反对 称 和 矩阵 。 
2, 指出 群 SOG ) 的 生成 元 了 ,微量 算 符 六" ,以 及 轨道 角 动量 在 1-2 038 
象 中 的 矩阵 [Li] 三 者 的 区 别 和 联系 。 
3. 已 知 泡 里 矩阵 
0 -i 
ач, | 


证 明 下 述 行列 式 为 1 的 2Х21Е 228 Ви (8) 可 写成 


со58 一 Sinp 
и ре БОЛТ 


cosp 


(提示 :把 右边 展 成 形式 上 的 指数 级 数 ,并 利用 泡 里 矩阵 的 性 质 o> =E) 
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第 四 章 ” 群 论 和 量子 力学 


本 章 说 明 群 论 特别 是 群 表 示 论 在 量子 力学 和 光谱 学 中 应 用 的 
儿 个 主要 方面 。 举 例 尽量 以 熟知 的 原子 光谱 为 主 ， 


第 一 节 ”哈密 顿 对 称 群 和 定 态 波 函 


本 节 首 先 说 明 原 理 ,然后 以 类 和 氢 离 子 为 例 ,并 引入 双 值 群 概 


一 、 哈 密 顿 对 称 群 G 


设 R 是 自然 空间 的 线性 么 正 变 换 且 保持 所 研究 系统 的 哈密 
顿 甩 (XY) 不 变 , 则 所 有 这 些 R 所 构成 的 群 G 称 为 系统 的 哈密 要 
对 称 群 : | 

4 (ур Р ay (х, г)= 0 Ха) 244) 
Н (ОО PH ООЁ  - ЯЛ Х)-НҮ(Х) (4.2) 


ТЯ (ХӘ 是 量子 力学 中 作用 于 波 函数 上 的 算 符 ,所 以 上 述 两 式 
的 结 
Н дэ, Ф) Р,Н (ХЭР, ЭР, (Х, + 六 БАН (297) (х) 
才 和 式 (4.1) 相 一 致 ,这 是 必要 的 ,因为 户 (Хур (Хана -Л 
Ж. Н (ХЭ (Хог ККА, ВЕ 
们 都 是 定义 于 自然 空间 的 函数 。 
式 (42) 表 明 :对 于 群 G 的 一 切 元 素 R 
Р, ‚Н ОО) =0 (4.3) 


2: ху 12 е, Үү 
由 于 Н (Х) 2М Vi+V(X) 


而 灾 在 转动 , 反 演 .平移 下 都 不 变 
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| 8,.У1-0 (44) 
所 以 式 (4.3) 意 味 着 А 
[五 , И (Х)] = 0 (4.5) 
即 系统 的 位 能 是 群 G 的 变换 不 变 的 。 
二 、 定 态 波 函 业 , (XY) 是 哈密 顿 对 称 群 G 表示 的 基 
< 证 > 
设 y (Х) (m=1,2,… п) 是 简 并 于 同一 能 级 Е, 的 定 态 波 
Р 


Hy ,= Ед, (m= 1,2,…n;) (4.6) 
i= 1.2… 的 (六 ) 构 成 一 个 完备 的 函数 系列 
因 PAy:=HBy'=EPy’, (47) 


Рр А ЕА Е, О АЕ Ў, ШР, 按 完全 系 
展开 的 式 中 必 只 包含 对 应 同一 i 值 的 m 项 , 即 它 必 可 展开 为 
пр ЕЯ 
Рр УГ" (К), (4.8) 

жнг’ (К),, ВЕНА, 9 ПЕН РЕВО СА 1938 
阵 T:@R) 是 群 G 的 一 个 表示 Ti (G ) 中 对 应 于 群 元 К ЕЕ: 

设 Рр, =D WT (К), 

则 Р. Рау. = Р, УГ (К), 

= Уге ВЭ, Г (К), 

= Уу 1Г'(К ГИК), (49) 
即 群 元 的 乘积 RR УТРЕ Г (К) Г (8 7 的 乘积 ,所 以 
rT'(G) 是 群 G 的 一 个 表示 群 , 基 由 ,个 定 态 波 函 y' 构成 . 

< 讨论 > 关于 表示 F:(G ) 的 可 约 性 

1)F (6 ) 不 可 约 , 这 是 一 般 和 情况 

这 时 , 因 工 '(G ) 不 可 约 ,根据 式 (4.3) 和 和 舒 尔 引 理 一 ,在 此 表示 
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中 五 的 矩阵 必 是 常数 矩阵 . 
Н=4:1=Е,• 1 (4.10) 

即 必 有 n 度 简 并 ,符合 式 (4.6) 的 假设 . 

2)T'(G ) 可 约 , 称 为 偶然 简 并 

不 能 排除 式 (4.8) 中 的 T'G) 可 约 这 种 可 能 , 因为 上 面 的 论 
证 只 证 明了 Г (G ) 是 个 表示 ,但 并 未 证 明 它 必 不 可 约 。 一 般 认为 : 
属于 一 个 不 可 约 表示 T*(G ) 的 n, 个 波 函 在 群 G 元 素 诱 导 下 , 按 I* С) 
和 矩阵 在 自身 这 个 п, 维 子 空间 内 变换 ,有 即 有 自己 所 属 的 特定 变 
换 性 (又 称 “对 称 性 ”); 不 同 的 不 可 约 表 示 对 应 不 同 的 变换 性 , 因 
而 对 应 不 同 的 能 级 。 假 车 T' (G ) 是 可 约 的 ( 即 可 约 化 为 若干 不 
可 约 表示 的 直 和 ), 而 表示 Ti:(G) 的 所 有 基 矢 仍 对 应 于 同一 能 量 
已 , 即 刀 的 表示 矩阵 仍 是 式 (4.10), 则 不 同 不 可 约 表示 对 应 的 能 
量 相同 , 和 上 述 认识 不 一 致 了 , 故 称 为 “偶然 简 并 ”， 

事实 上 , 按 舒 尔 引 理 一 的 逆 定 理 来 考察 ,虽然 和 所 有 Р, 对 易 
юнг (G) 表 示 中 是 常数 矩阵 (4.10), 但 我 们 并 没有 证 明和 
所 有 Р, 对 易 的 算 符 在 T' (С) 中 都 只 能 是 常数 矩阵 , 因而 (G ) 
可 能 是 可 约 的 。 例 如 ,在 库仑 场 中 的 氨 原 子 ,其 疡 算 符 和 和 群 
SO (3) 的 一 切 元 素 对 易 (也 和 万 对 易 ), 但 它 在 能 量 为 6, 的 并 
个 简 并 波 函 数 y (1=0,1,2…n 一 1,m=1,1 一 1,… 一 1) 作 为 基 矢 
的 表示 中 仅 是 对 角 和 矩阵 而 非常 数 和 矩阵 | 本 征 值 为 1 (4-1у87, 58 
个 本 征 值 简 并 度 为 (21+1)]。 因 而 , 这 个 表示 是 群 SO (3) 的 可 
约 表示 , 因为 它 包含 n 个 1 不同 的 不 可 约 表示 D'。 其 原因 是 ,库仑 
场 不 仅 是 球 对 称 的 (不 依赖 于 b,p ), 而 且 帮 为 + 的 函数 是 r -1 型 
的 。 这 种 特殊 类 型 的 函数 包含 着 新 的 对 称 性 (有 时 称 为 动力 学 
对 称 性 ), 它 使 得 主 量子 数 n 相同 而 1 不 同 的 能 级 “ 侦 然 ” 地 简 并 
起 来 。 包 括 这 种 动力 学 对 称 性 要 用 到 群 SO (4), 见 [7] 的 21 章 ， 
在 核 壳 层 模型 中 广泛 使 用 的 三 维 各 向 同性 谐振 子 势 ,不 仅 是 球 对 
称 的 ,而 且 势 作为 > 的 函数 是 :型 的 ,因而 用 群 SO (3) 作 为 哈密 
顿 对 称 群 时 , 亦 出 现 偶然 简 并 。 要 用 SU (3 ) 群 的 表示 才能 反映 
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能 级 的 简 并 度 。 可 参看 [7] 的 第 20 ЁС. 

所 以 ,偶然 简 并 的 出 现 , 总 是 和 未 被 包括 在 哈密 顿 对 称 群 内 的 
某 种 对 称 性 相 联系 的 。 

< 应 用 > | 

根据 这 个 原理 ,量子 系统 的 能 级 都 是 用 哈密 顿 对 称 群 G 的 不 
可 约 表示 符号 标志 的 。 这 些 标 志 就 说 明了 能 级 的 简 并 度 以 及 相 
应 波 函 数 的 变换 性 质 ; 如 果 要 计算 能 级 的 位 置 ,利用 投影 算 符 方 
法 对 每 个 不 可 约 表示 找到 一 个 (例如 第 1 个 ) 基 矢 , 用 这 些 基 矢 
来 计算 能 量 , 则 可 大 大 降低 能 量 矩 阵 的 维度 并 求 得 对 应 这 些 能 量 
的 实际 波 函 [ 详 见 式 (4.39 ) 后 讨论 ]， 如 第 二 章 第 七 节 中 处 理 分 
子 振动 时 所 述 。 实 际 上 , 群 论 在 分 子 振动 和 量子 体系 能 级 标志 和 
计算 中 的 这 种 应 用 , 都 是 一 个 求解 本 征 方程 的 问题 ,所 以 方法 很 
类 似 。 不 同 处 仅 在 于 群 表示 基 矢 的 物理 内 容 和 数学 形式 不 同 : 前 
者 是 位 移 , 后 者 是 定义 于 空间 的 波 函 数 。 


=. ЖЯ ( 离 ) 于 的 定 态 作为 双 值 群 SO (3)* 或 0 (3)* 不 
可 约 表示 的 基 


类 和 氢 原 子 是 运动 在 原子 实 所 产生 的 球 对 称 场 中 的 单 电 子 系 
Я. 下 面 从 群 表示 论 角 度 讨论 其 定 态 波 函 。 

1, 不 计 空间 反 演 

其 定 态 轨道 波 函 А, (Үү? (0,9 ) 是 群 SO (3) 或 SU (2) 不 可 
约 表示 D' 的 基 矢 ，(21+ 1) 个 这 样 波 函 构成 这 个 表示 的 基 。 

其 定 态 自 旋 波 函 98 写 于 自 表象 中 为 


w= (0) 和 иг-(7) (4.11) 

它们 是 群 SU (2) 不 可 约 表 示 р 的 基 , 或 者 说 成 是 群 SO (3 ) 双 
值 表示 DY 的 基 . 

在 应 用 中 ,为 了 方便 , 常 引 人 等 效 的 双 值 旋转 群 SO (3)* 的 概 

念 。 可 认为 它 是 一 个 旋转 算 符 群 ,和 群 SU (2) 有 一 一 对 应 的 同 
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构 关 系 。 由 式 (3.76), 和 Ш (п, о) 5 548 А [А —– 6 5) 4 
4 (有 2K 一 中 ), 它 可 以 化 为 : 
и (=, 27-0) =и (п ,= ф)и (-я427) 
= (п,о)и (-1ү525)-ан (7хо)и (Е) (4.12) 
Еф: ЗЕЕВА УВ. Аит Н 一 天 来 描述 转动 ; 
同时 ,由 于 式 (3.74) ,我 们 引入 了 绕 任 意 轴 侈 转 21 的 算 符 Е,Ё 
在 群 SU (2) 中 的 和 抢 阵 表示 是 2x2 的 负 单位 矩阵 


2 К 10 ， 
и (Е) =и ao- (4.13 ) 


于 是 ,由 0<w<2r 的 一 Е К (по) 下 生成 的 群 (包括 全 
部 ЕК-КЕ- КЭЙ ИНН SO (3. ВЖЖ 50 (2) 
同 构 , 故 群 SO (3 六 的 表示 就 是 群 SU (2) 的 表示 , 这 些 表示 都 是 
单 值 的 。 

这 样 ,完全 的 定 态 波 函 R，(C )Y” (0,g) us 是 双 值 旋转 群 
50 (3) “的 直 乘 表示 D'x D2 的 基 矢 。 

2. 计 人 空间 反 演 

1 ) 因为 定义 于 自然 空间 的 任意 标量 函数 у (X) 都 可 以 写成 
字 称 为 偶 和 奇 的 两 部 分 光 ， 29:12 (X) 之 和 

р 0) = 2 (х) + 0.0) (44) 

ЖФ џ, (0)-10(3)-0 Є XX)]/2 满 足 iy (x)= у. (8) (4.15) 

у (Х)= М (Х)- 715:21111:1:111 (Х)- -ү(Х) (4.16) 
所 以 轨道 字 称 的 本 征 值 具有 +1 和 -1 两 个 。 换 言 之 , 2 8 С,- 
(E, 门 只 有 两 个 一 维 不 可 约 表示 T, ЯГ, 202522 所 示 。 

包括 反 演 i 以 后 ,哈密 顿 对 称 群 成 为 群 0 (3) (也 称 群 R,,)， 
它 是 以 群 SO G) 也 称 群 R,) 为 不 变 子 群 的 混合 李 群 ,也 是 群 50 8) 
和 和 群 C,= (有 ,让 的 直 乘 群 按照 第 二 章 第 五 节 关 于 直接 乘积 
群 不 可 约 表示 的 讨论 , 对 应 群 SO G) 的 一 个 不 可 约 真 实 表示 Di, 群 
0 (3 ) 有 两 个 不 可 约 表示 ріж р! 
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рг (44100 (4.17) 
р! (@)= –1 (4.18) 


式 中 1 为 (21+1) 维 单位 矩阵 。 
类 氧 原子 的 轨道 波 函 ,4 )y" (9,9 ) 是 空间 反 演 ?的 本 征 
态 , 本 征 值 为 (1)'， 这 是 因为 
ЗҮГ (0,ф) = Ү" (x-0,x+p)=(-1)Y" (9p) (4.19) 
所 以 , 当 ! 为 偶数 时 , Ru C )Y” (0,9 ) 是 表示 六 的 基 矢 ; 当 1 为 奇 
数 时 , 它 是 D! 的 基 矢 。 即 单 电子 表示 D! 的 字 称 为 (-1)' 
表示 的 特征 标 可 由 式 (4.19) 及 (3.99) 而 得 到 : 
х, (К) = (~1)'sin (1+1/2)w/sin (o/2) (420) 
特别 是 х, 0)-0-1у (241) (421) 
2) 同时 包括 自 旋 和 反 演 ,哈密 顿 对 称 群 是 双 值 旋转 反 演 群 
О (3#。 它 是 双 值 旋转 群 SO (3 )* 和 群 C, 的 直 乘 群 ,也 是 个 算 符 
群 。 注 意 群 SU (2 ) 中 不 包括 反 演 ?1 也 不 能 用 2x2 的 么 正 矩阵 
表示 。 群 0 3)# 的 不 可 约 表示 也 是 将 群 SU (2) 每 个 不 可 约 表示 
Di 扩充 为 Di 和 Di 两 个 ,j 取 整数 半 整 数 。 现 在 需 讨 论 自 旋 本 征 
态 ,在 反 演 ? 作 用 下 的 变换 性 , 即 电 子 的 内 豪 字 称 л 的 问题 : 


iu, =пи, (s=+,—) (4.22) 
由 于 两 次 反 演 恢复 原 位 ,相当 于 转 了 零度 或 27。 
故 Xx? 二 土 1 
从 而 п= +1, 1 


理论 上 都 是 可 能 的 ， 因 为 群 SO (3)* 中 同时 有 和 式 (4.13) р 
的 巨 , 故 群 0 (3)* Пн Г ЁГ. 从 而 ,x 取 +1 或 -1 并 没有 原 
则 区 别 。 在 各 种 基本 粒子 反应 中 , 费 米子 必 成 对 出 现 ， 由 于 轻 
( 重 ) 于 数 守恒 , 轻 ( 重 ) 子 之 间 只 有 相对 内 豪 宇 称 。 假 定 其 中 一 
种 粒子 的 内 店 字 称 值 以 后 ,其 余 的 才能 确定 ,不 同 基本 粒子 的 相对 
内 豪 宇 称 可 在 涉及 粒子 转化 的 反应 中 观察 确定 。 例 如 ,通常 定 电 


子 和 核子 内 豪 宇 称 为 二 1, 实验 已 证 明光 子 和 7 介子 的 zr 就 是 一 1， 
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等 等 。 进 一 步 讨论 说 明 , 费 米子 的 x 只 能 取 土 1 或 土 i, 而 不 是 实 虚 
两 类 都 存在 ,通常 都 取 为 实 . 

ТЖ, ЕН К, f )Y”(9,g) 出 是 群 0 (3)* 的 直 乘 表示 
р!х руз рух р", 偶 时 为 前 一 个 ,! 奇 时 为 后 一 个 , 关系 
明确 简单 ,所 以 常 可 不 计 (或 先 不 计 ) 反 演进 行 讨论 。 

本 节 虽 举 的 是 单 电子 原子 问题 ,但 其 原理 对 于 多 电子 原子 , 原 
子 团 以 及 晶体 中 的 电子 系统 都 一 样 。 


55-00 ” 直 乘 表示 的 约 化 


群 论 在 光谱 学 中 的 应 用 大 量 地 涉及 直 乘 表示 的 约 化 。 对 于 自 
Н (В) ) 子 而 言 , 因为 哈密 顿 对 称 群 是 SO (3) 50 (2), 这 就 是 
角 动 量 耦合 的 问题 , 如 第 三 章 第 六 节 所 述 ; 对 于 原子 团 或 晶体 系 
统 , 也 有 类 似 的 直 乘 表示 约 化 的 问题 。 不过, 那 时 的 轨道 角 动 量 
已 不 是 守恒 量 ,不 属 完全 的 量子 力学 力学 量 集合 (L 不 是 好 量子 
数 ), 所 涉 的 直 乘 约 化 是 分 子 点 群 或 空间 群 表示 的 直 乘 约 化 .。 这 
种 约 化 中 ,第 一 个 也 是 最 简单 的 问题 , 是 根据 表示 特征 标 关 系 确 
定 约 化 后 能 得 到 那些 不 可 约 表示 ;其 次 是 用 基 的 直 乘 约 化 系数 广 
义 的 C 一 G 系数 等 ) 找 到 这 些 不 可 约 表示 的 代表 基 矢 以 作 进 一 
步 的 讨论 或 计算 之 用 ;最 后 , 有 时 候 还 要 找 对 应 于 约 化 后 不 可 约 
基 的 表示 矩阵 ,例如 第 三 章 第 六 节 提 到 的 C 一 G 级 数 问题 。 

本 节 仅 举 自由 原 ( 离 ) 子 中 最 简单 的 例子 ,并 且 暂 时 不 涉及 
C-G 系数 和 C-G 级 数 那 种 问题 的 具体 讨论 。 


—. ФАТАР УЩА 


哈密 顿 中 计 人 旋 轨 耦合 哈密 顿 ДЕЕ (5.107)] 
H,=t, 3 Т (4.23) 
后 , 波 函 中 要 计 人 自 旋 部 分 us ， 如 前 节 所 述 ， 这 时 的 波 函 是 直 乘 
表示 D'x DW 的 基 , 但 由 于 式 (4.23) 的 有 ,, ,3 和 了 已 不 和 哈密 顿 对 
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易 , 不 属 完全 力学 量 集合 ,能 级 是 按 总 角 动 量 7=3+7 划 分 和 标志 
的 。 用 群 论 语言 ,就 是 表示 D'x р 是 可 约 的 ,不 可 约 表示 是 用 式 
(3.107) 的 Di/=D"*? 或 Dp“ 人 ?标志 的 ,二 者 对 应 的 能 级 一 般 不 同 ， 
称 为 能 级 的 旋 轨 分 裂 ， | 


二 、 两 电子 系统 
2 35-21 > ~ 二 е? 

哈密 顿 н= 1-7-9. +0 34,891 + (4.24 ) 
i=1 12 


车 将 两 电子 波 函 相 乘 ,所 得 波 函 是 


ээж рхр!'°хр:х р? . (4.25) 
的 基 。 如 所 周知 ,这 时 两 电子 系统 的 能 级 是 按 总 角 动 量 了 标志 的 ， 
它 对 应 群 SO (3)* 的 、 上 述 直 乘 表示 (4.25 ) 约 化 后 的 不 可 约 表示 
D'。 约 化 方案 通常 有 两 个 


11-53 88: хр 4 хх р) -У ер:хУу®р: 
РА 85 
= Уер» 6,1, /51 х: 251, (4.26) 
513 


2)7-88: (х рүхүрэхрур = уөрлху әр" 
= 9р7), а) 对 应 光谱 项 waJ (4.27) 

这 两 个 方案 最 后 得 到 的 р” 谱 项 数 是 一 样 的 。 

原子 光谱 理论 中 ,直到 稀土 和 放射 族 原子 ,都 用 L 一 5 看 合 方案 。 
在 核 壳 层 模型 理论 中 也 用 / 一 耦合 方案 , 但 仍 常 转 到 了 一 方案 中 计算 。 

注意 ， 当 (341) = (м, 1) 时， 是 两 个 等 价 电子 系统 。 这 时 , 泡 
里 原理 将 排除 一 些 谱 项 。 仅 对 两 个 等 价 电子 系统 可 一 般 预 言 哪 
些 谱 项 是 允许 的 。 例 如 ,了 一 3 耦合 中 , 允许 的 项 满足 S+ 工 = 8. 

多 电子 系统 (稀土 离子 甚至 有 三 电子 或 空 穴 系统 ) 显 然 将 涉 


~ 107 一 


及 大 量 的 直 乘 约 化 ,加 上 泡 里 原理 的 作用 , 问题 处 理 起 来 变 得 相 
当 复 杂 。 但 它们 在 实用 上 很 重要 ,已 作 了 大 量 研究 ,并 发 展 了 系 
统 的 办 法 ,我 们 将 在 下 一 章 讨论 。 


第 三 他 对称 性 降低 时 表示 的 约 化 


除了 部 分 低压 原子 和 离子 气 外 ,光谱 总 是 和 原子 集团 (分 子 ， 
络 离子 ,原子 获 等 ) 或 固体 中 电子 态 (或 声 子 态 等 量子 态 ) 之 间 的 
跃迁 相 联系 的 。 这 些 量子 态 对 应 的 哈密 顿 已 不 具 全 旋转 对 称 性 ， 
其 哈密 顿 对称 群 或 者 完全 由 全 旋转 反 演 群 O G)# 的 一 部 分 元 素 构 
成 从 而 是 群 O BF 的 子 群 ), 或 者 包含 有 群 0 G j# 的 部 分 元 素 。 前 者 , 例 
如 原子 集团 的 分 子 点 群 ;后 者 ,例如 晶体 的 空间 群 .特别 是 在 络 离子 光 
谱 的 唱 场 理论 中 ,其 定 态 波 函 数 是 在 自由 离子 的 I* 组 态 近似 堪 及 组 态 
混合 ) 下 求解 的 ,对 应 得 到 自由 离子 能 谱 的 晶 场 分 列 . 这 是 个 典型 
的 群 O GX 的 不 可 约 表示 向 其 子 群 不 可 约 表示 约 化 ,也 即 对 称 性 降低 
时 表示 约 化 问题 。 其 它 能 谱 的 标志 和 计算 ,也 都 和 群 不 可 约 表示 
向 其 子 群 不 可 约 表 示 的 约 化 有 关 。 本 节 以 一 个 简单 的 唱 场 能 级 
分 裂 问题 为 例 说 明 这 种 约 化 ,第 七 章 要 专门 讨论 唱 场 光谱 问题 ， 
其 余 这 种 约 化 的 例子 在 后 面 几 章 中 会 在 不 同 场合 ,为 了 不 同 的 需 
要 而 多 次 出 现 。 


一 、< 例 > 


设 有 个 以 d!' 电 子 为 价 电子 的 离子 ,例如 Ti”*, 处 在 正八 面体 构 
形 的 配 位 离子 的 围绕 中 ,形成 一 个 络 离子 。 其 哈密 顿 
Н- Н, -Н ё 

其 中 所 包含 Ti** 离 子 的 原子 实 产生 的 球 对 称 势 场 ,让 为 周围 配 位 
离子 产生 的 具有 八 面体 对 称 性 (点 群 0 或 0,) 的 微 扰 势 场 ， 则 总 
哈密 顿 五 的 对 称 群 是 群 0, 它 是 群 SO (3) 的 一 个 子 群 ,因为 它 由 
24 个 特定 的 转动 构成 , 详 见 第 六 章 ， 

1) 作为 群 SO (3) 的 不 可 约 表 示 DD? 的 基 的 5 个 定 态 波 函 数 
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(32т »--8Ё,,0)Үт0, ф) (т-2,1,6,-1,-2)4ЕНУН, ЭН ТЕ, 
对 应 同一 能 级 , 即 能 级 是 5 НО ЭР). РЛ А ЈЕ, В О 
的 不 可 约 表示 标志 。 作 为 群 0 的 表示 ,这 个 5 维 的 表示 是 可 约 的 ， 
它 按 下 述 方式 约 化 : 

| Г?=Е ФТ, (4.28) 


这 只 要 在 式 (3.99) 中 以 1=2 代 人 ,算出 群 0 的 5 类 元 素 
(@=0, 21/3, 27/2, 23/2 ，2x/4) 的 特征 标 5, 一 1,1,1, 一 1, 利用 
群 0 的 特征 标 表 (附录 1). 用 视察 法 或 公式 (2.58) 就 可 证 明 . 
所 以 ,原来 5 度 简 并 的 能 级 E(4 ) 分 裂 为 两 个 能 级 EC) 和 天 (2), 
如 图 4.1 所 示 。 


2) 相应 于 这 个 
约 化 ,表示 的 基 矢 
( 定 态 波 函 ) 也 重新 РА “р. 
组 合 : 一 -一 4(3) | А-10р, 
В2Г-»-1132т» 群 5063) но 


2; 29 
<2ml2rr> 029) 图 41 d 能 级 在 八 面体 场 中 的 分 列 


组 合 系数 <2m|2Tr> 可 用 前 述 投影 算 符 方法 作出 , 因为 现在 的 
波 函 | 321.» 就 是 群 O 不 可 约 表示 工 (9 ) 的 第 r 个 基 矢 。 


-1 - 
例如 : | (32:)4»5--2--21121»--121»| 
: V2 
1 
|32ер> = —=- [|322 > + | 32 –2>] 
У 2 


根据 了 Y? (9, 9 ) 的 函数 形式 ,可 以 证 明 这 样 作出 的 两 个 e 型 
轨道 的 电子 云 指向 配 位 的 负离子 ,3 个 t, 型 轨道 则 指向 这 些 负 离 
ІА К (参看 式 (7.12)) ,因而 ,下 (e) 高 于 一 (5), 其 分 裂 记 
为 A=10D,。 由 此 看 出 对 称 性 降低 时 能 级 简 并 度 降 低 (因而 能 级 
发 生 分 裂 ) 的 物理 原因 。 从 群 论 角度 看 , 子 群 包含 的 群 元 较 少 ,其 
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不 可 约 表示 的 维度 一 般 也 降低 ,这 正 是 对 称 性 降低 时 原 不 可 约 表 
示 常 成 为 子 群 的 可 约 表示 ,因而 要 进行 约 化 才能 正确 标志 划分 能 
级 的 原因 。 如 式 (4.28 ) 所 示 的 这 种 约 化 规律 称 为 对 称 性 降低 时 
的 约 化 分 支 律 。 

这 种 导致 不 可 约 简 并 度 降 低 的 微 扰 有 时 称 为 低 对 称 微 扰 。 还 有 
一 种 称 为 对 称 微 扰 , 能 解除 偶然 简 并 ,但 不 能 解除 不 可 约 简 并 。 
例如 从 氧 原子 到 类 和 氢 原 子 , 哈 密 顿 对 称 群 仍 是 球 对 称 群 SO (3), 但 
势能 已 不 再 是 + ! 型 库仑 场 ,能 级 同时 依赖 于 n 和 1, 即 对 1 的 偶然 
简 并 被 解除 ,但 对 m 的 (21+1) 度 简 并 . 也 即 不 可 约 表示 有 的 
简 并 度 并 没有 解除 。 


二 、 约 化 分 支 律 的 表 和 相 容 关系 图 


就 所 述 的 这 种 约 化 ,[H 中 列举 了 群 0 (3)* 的 不 可 约 表示 向 

32 种 晶体 点 群 的 不 可 约 表示 约 化 的 “ 群 表示 相 容 关系 表 ”, 例 如 
| SOG)D р рг р? Ш 
# О А Т T+E А,+Т,+Т, 
该 文献 中 还 有 在 点 群 和 其 子 群 (也 是 点 群 ) 的 不 可 约 表示 之 间 的 
这 种 表 。 此 外 ,空间 群 不 同 波 矢 群 的 不 可 约 表示 之 间 也 存在 这 种 
相 容 关系 表 , 如 表 9.22 和 9.27。 与 此 相对 应 ,所 算出 的 各 种 能 谱 曲 
线 ( 横 轴 为 某 种 作用 参数 比 , 如 图 4.2) 或 色散 曲线 ( 横 轴 为 波 矢 天 ，、 
如 图 9.16) 等 ,在 对 称 性 转折 处 都 体现 这 种 相 容 关 系 (包括 简 并 度 
改变 的 关系 ). 
第 四 节 力学 量 算 符 的 性 质 和 选择 定 则 


前 述 几 节 都 是 讨论 定 态 波 函 的 变换 性 。 本 节 讨 论 力学 量 算 符 
的 变换 性 , 算 符 和 波 函 数 在 变换 (或 算 符 ) 作 用 下 表现 的 异同 . 
然后 讨论 矩阵 元 选择 定 则 ， 

一 、 力 学 量 算 符 的 性 质 

基于 力学 中 ,可 以 测量 的 力学 量 用 作用 于 态 函 数 上 的 厄 米 算 
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符 0= (-6--) жж, ИШ, Р.Г, 0, (ПЖ) &. ЕЮ 
颜 对 称 群 G 的 元 素 ( 即 自然 空间 的 么 正 变换 R) 作 用 下 ,其 表现 
有 三 个 特点 : й 

1) 由 作用 在 W(X) 上 的 算 符 P 按 变换 式 (42) 38: 

OR Os Р, 0, Pr (4.30) 

只 有 这 样 才能 和 波 函 的 变换 式 (4.1) 相 匹配 。 

2) 它 的 所 有 分 量 都 是 定义 于 自然 空间 的 标量 函数 , 故 如 式 
(2. 36 ) 所 述 : 


0 (0 一 一 0, (Ху-0, (вх) (431) 
3) 作为 所 有 分 量 的 集合 , 它 是 个 张 量 、 故 
0, 0, -Zore (Е), (4.32) 


类 似 于 式 (4.8) 到 (4.9) 的 证 明 ， 式 (4.32) 说 明 它 的 分 量 作为 基 
矢 给 出 群 G 的 一 个 张 量 表示 Го (G). 

算 符 在 式 (4.31) 和 (4.32) 中 的 表现 . 都 和 波 函 一 样 , 唯 式 
(430) 和 式 (4.1) 不 同 。 我 们 进一步 讨论 一 下 这 个 差异 .差异 的 
实质 在 于 ,任何 关于 力学 量 算 符 的 关系 式 都 是 假定 它 作用 于 任意 
波 函数 的 。 也 即 , 算 符 后 面 有 被 作用 的 任意 波 函数 少 (Ж). 因此 ， 
式 (4.30) 右 端的 Р, Е ЖР, (车) жи (Х), 从 而 

Р.Р, 仅 代表 算 符 0, 自身 在 群 G 元 素 RR 诱导 变换 后 的 形式 ; 
用 绕 Z 轴 无 穷 小 旋转 变换 下 的 改变 来 看 , 按 式 (3.91), 就 是 : 
ӧу=у у = (Pel р = exp[ – іб] -1 00 =-ідої,у (4.33) 
60/- 0:- 0,- зехр|-МдоГ Оёхр(боЁ1- 0, 

= (1-0, )0, (1+160Г,) –0, 

= - во ,0,- 01] = –ібо [1,0] (434) 
比较 式 人 .33) 和 式 634215 Г.,0) жоі, і 0, 自身 的 作用 ,正如 
Ly 表示 上 ,对 业 的 作用 一 样 .它们 都 是 正比 于 自身 在 绕 Z 轴 的 无 穷 
小 旋转 变换 中 的 改变 量 。 这 加 深 了 我 们 对 算 符 对 易 关 系 [LL,,Q] 
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的 理解 ,同时 也 理解 了 式 (3.81 ) 为 什么 看 成 是 算 符 本 征 矢 E, 的 
定义 式 ， 

算 符 和 波 函 在 变换 中 的 差异 既 如 上 述 ,只 要 记 住 这 个 差异 ,就 
并 不 排斥 同一 个 张 量 函数 在 不 同 场合 有 时 作为 波 函 ,有 时 作 算 符 
处 理 。 例 如 矢量 函数 7 (X) 在 球 基 系 ( 见 下 节 ) 中 的 一 个 分 
量 一 一 标量 函数 


3 (Ху- гүүг [x -i -Err ,0) (838) 


既是 坐标 算 符 广 Хув БЯ Ент» 电子 的 一 个 
m= 一 1 ИН 9 | 1,-1> = Р, (Х)[ 8 (2.33)]: 


".0)= 75 1,00) РОА | до) 
3 г БЭ 
= 一 Rut) P_ (Х) (4.36) 


яньхьсЕБЕТЕХЭ. 
ЇЕЖ БЯ, В І. АЛЕ Гн (一 1)r _， 


故 ехр| 一 好 OZ г; (Х) = ехр [i6w] • ғ, 


作为 算 符 ,有 对 易 关 系 [二 ,六 ] = 78 (5.Х-10)-(-19, 


故 ехрі 一 ji5oF】 r+ ехр[ібоѓ ]= үехр(|-16 (1 + 了 
. ехр(оЁ, | =exp[ ідо] • 


结果 是 一 样 的 。 
同 理 0 六 ГХҮХ)--гү(Х). 


= / 4 - /4 rr р 
= 了 rn (G0)=V Ку РО) 
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зо 一 Ш 4л Ш 4л r = 
ro (Х)=2(Х) =, | 3 гҮ (0,ф) = 3 8.6) Р, Ф) 


(4.37) 

也 可 这 样 处 理 。 
顺便 指出 ,通过 比较 式 (4.1 ) 和 (4.33), 式 (4.30) 和 式 (4.34)， 

可 以 看 清 第 三 章 第 四 节 所 述 李 群 的 表示 和 李 代数 的 关系 ,也 可 以 
明白 一 般 量子 力学 教程 中 , 对 球 对 称 场 中 的 问题 只 用 了 角 动 量 及 
其 本 征 函 数 . 角 动 量 对 易 关系 , ПЕЕШЕ 370169 或 群 SU (2) 
的 原因 。 但 对 于 分 子 或 晶体 中 的 量子 态 , 由 于 哈密 顿 对 称 群 G 不 
是 连续 的 么 正 变换 群 ,没有 对 应 的 微量 厄 米 算 符 (例如 轨道 角 动 
量 ) 可 用 ,因而 必须 使 用 分 子 点 群 或 空间 群 的 不 可 约 表示 来 标志 
划分 定 杰 。 同 时 ,例如 参见 第 五 章 , 除 群 SO (3) 或 SU (2) 以 外 的 
连续 群 及 其 代数 的 应 用 , 对 于 微观 量子 态 的 描述 和 研究 也 是 很 有 
用 处 的 。 


=. 矩阵 元 <fn| ,|im> 选择 定 则 

1. 0, | im> 是 直 乘 表示 Tex Fi 的 基 

4 ,-11т». (т-1,2, п) ж 17-11" > 
өчтогхдй ийн ийрожагажг сувг/ 0) 
的 基 ,@，(w= 12…m) 是 式 (432) ЭР ЭВЖ Te (G) 的 基 , 则 在 
变换 R 诱导 下 ， ре (2.71) 有 : 
АТД [Р,0, ЁС ИР, 


“зүйг (К), ДА Г' (К), 
-Хибм! Иге (КГ (К), „] 


= 10,0 1ге (К) ХГ CR)] nn (4.38) 


8 0,0,-0, |im> 是 直 乘 表 示 Te (С) xT'(G) 的 基 。 它 可 约 
化 为 若干 不 可 约 表示 的 直 和 ,然后 逐个 和 末 态 | fn> 求 内 积 ,利用 


一 ИЗ 一 


第 二 章 第 六 节 的 式 (2.84 ) 就 可 得 到 矩阵 元 选择 定 则 ， 兹 就 哈密 
Н 0 分 述 如 下 。 

2. 哈密 顿 算 符 入 的 和 矩阵 元 的 选择 定 则 

«тўп Ё піт> ~ $, ту ца» (4.39) 
这 和 < /иЇтэ» 的 选择 定 则 一 样 , 见 式 (2.84)。 原因 是 ,H 满足 
式 (43), 是 群 G 的 便 等 表示 T，(G) 的 基 。 央 ГХГГ-Г 
Hlim> 和 |im> 所 属 表示 一 样 。 式 (4.39 ) 中 , 为 完全 确定 状态 
而 引入 了 其 它 量子 数 y [ 在 式 (2.84) 中 也 可 这 样 做 ], 这 些 量子 
数 参与 决定 约 化 元 的 值 ,对 上 式 及 式 (2.84) 中 所 表明 的 选择 律 没 
有 影响 。 

< 应 用 > : 根据 式 (4.39), 在 能 谱 计算 中 , 属 不 同 种 类 不 可 
约 表示 的 能 级 可 分 别处 理 , 而且, 如果 所 研究 的 那 种 不 可 约 表示 г" 
是 n>1 度 简 并 的 ,可 以 只 求 出 某 一 个 (例如 第 一 个 ) 基 撩 
Г >, 设 在 所 讨论 的 一 组 波 函 中 ,包含 有 a 个 这 种 厂 表 示 的 基 , 即 共 
有 алж ид  ЛВЭ ЭЭ На ГЧ»-/8 68 
Вог г> ,构成 wxa, 维 矩阵 . 由 式 39》 这 个 矩阵 的 非 对 
角 元 bi%ri) 一 般 也 是 不 为 零 的 . 对 角 化 这 个 矩阵 所 得 到 的 四 个 本 
征 信和 为 所 求 得 的 w 个 属于 T* 不 可 约 表示 的 能 级 . 这 样 , 恨 据 式 《.39) 
和 利用 投影 算 符 方法 ,可 使 要 对 角 化 的 能 量 矩 阵 的 维度 大 大 降低 ， 
从 而 简化 计算 、 或 扩大 所 讨论 的 波 函 集合 而 提高 计算 精度 . 

易 见 ,在 对 角 化 上 述 属 Г аха, 维 能 量 矩 阵 时 , 解 出 的 每 
个 本 征 值 对 应 的 波 函 数 都 是 w 个 1n;T*1> 的 混合 。 各 个 能 量 
本 征 值 互 不 相同 的 波 函 有 不 同 的 混合 系数 ,通常 以 所 含 作为 主要 
成 分 的 第 p 个 1 值 1. 作为 标志 , 即 能 级 记 为 E([ x8 ]Tz) ,相应 
іа [Г 1» 等 ,p= 1,2,…ai 为 了 简单 ,有 时 在 能 级 图 
中 ,能 级 上 只 标 以 ЭГ ,其 含意 是 [y8 ]T:。 要 注意 ,即使 是 [yo@] Tv 
的 标志 方法 , 有 时 也 不 清楚 ,甚至 引起 误解 . 首先 ,对 混合 严重 的 
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能 级 “主要 成 分 " 的 概念 已 不 明确 , 这 易 理解 ; 其 次 ,在 某 些 能 量 
曲线 上 [ 例如 前 节 所 述 的 以 作用 能 参数 比 为 横 轴 的 能 谱 曲线 上 ， 

或 以 动量 大 为 横 坐标 的 色散 曲线 上 ] ,这 种 主要 成 分 [yo)] 会 在 同 
一 条 曲线 上 发 生 转变 。 这 是 因为 ,对 应 同 种 类 型 不 可 约 表示 波 函 
的 混合 , 所 解 出 的 ( 同 种 类 型 的 ) 各 能 量 曲线 是 不 交叉 而 互 斥 的 . 

例如 ер) 组 态 中 有 两 个 J=2 0833 2, 和 了 艺 ,, 亦 即 ,在 式 
(4.25) 的 约 化 (==1) 中 出 现 D? 0,2) 和 D? 01.19 р! (5,1. 
各 1 次 . 这 时 DD? 不 可 约 表示 出 现 次 数 a,=2, 在 自 旋 一 轨道 看 合 能 
作用 下 它们 会 混合 而 给 出 两 个 实际 存在 的 J= 2 的 谱 项 。 未 混合 
的 能 量 曲 线 E CD,) 和 EE (P,) 是 图 4.2 中 两 条 互相 交叉 的 虚 直 线 ， 

混合 后 是 两 条 互相 排斥 的 实 曲 线 ,其 各 段 主要 成 分 标志 如 图 ， 但 
是 ,习惯 上 一 条 曲线 不 用 两 个 标志 , 只 用 一- 个 或 仅 在 极限 处 加 标 
志 。 对 此 要 加 以 注意 ,不 要 误解 。 


о Фаз 
(ZS 极限 》 


图 42 (prP) 的 两 个 J= 2 谱 项 的 曲线 
( 横 坐 标 是 自 旋 一 轨道 硝 合 参数 ,和 库仑 作用 参数 F! 之 比 , 详 见 下 章 ) 


3. 一 般 和 矩阵 元 <fnlQ,|lim> 的 选择 定 则 
ШОН ОЧ 2946 


Г/*х[гехгӯ 5Г/хг оф х  ЇГХГЭ| ХГ0 (440) 
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故 可 先 将 方 括号 [ | 内 直 乘 表示 约 化 后 ,再 逐 项 利用 式 (2.84) 求 
出 选择 定 则 。 

按 式 (2.88), 显 然 , 仅 当 上 述 三 个 不 可 约 表示 的 直 乘 约 化 中 
含有 恒 等 不 可 约 表示 Ti 时 ,矩阵 元 才 不 为 零 。 即 使 这 三 个 表示 
中 有 (或 全 都 是 ) 群 G 的 可 约 表示 , 这 个 结论 也 正确 ， 

< 例 > : (类 氧 原子 中 的 НЕ КЕЕ Л «Лет» 的 选 
НЕ, 我们 先 就 类 氢 原 子 讨论 ,然后 推广 到 多 电子 原子 。 

电 侦 极 矩 算 符 是 矢量 , 和 自 旋 无 关 , 宇 称 为 奇 ， 所 以 , 讨论 
它 的 矩阵 元 时 ,为 了 方便 , 常 将 波 函 写 为 群 50 (3 汐 直 乘 表 示 
рч? х D' 的 基 |Imsm,> ,以 便于 给 出 基本 的 角 动 量 选择 定 则 , 而 把 
字 称 选择 定 则 放 在 群 0 (3) 的 子 群 Ci= ЕТУУ. 
在 群 0 (3) 中 同时 讨论 角 动 量 和 宇 称 的 选择 定 则 是 同样 的 ， 

(Т) 角 动 选择 定 则 

侦 极 算 符 7 (Хувгэгж, (435) 一 (437) 用 它 的 分 量 人 
(k=1,0, 一 1) 来 表示 。 它 是 群 SO (3 ) 的 不 可 约 表示 D' 的 基 , 称 为 
一 阶 球 张 量 ( 详 见 下 节 ), ВИТЯ Л: «1, т, зт, 5, тул» 
对 应 于 直 乘 约 化 ; 

[рух 112 | *x рх | рїх D9 
ач [DY* х р! х р"] х [рж х р 


式 中 符号 = 表示 等 价 。 由 前 述 原则 ,选择 定 则 为 


| 人 1, 1, | 1 一 Ц (= 0 ша ) (4.41) 

тути 

及 (эс 1/2 (442) 
т.р = 7; 


”注意 , 式 (4.41) 中 j= 土 1 对 应 园 偏振 ,4=0 对 应 线 偏振 ， 
有 了 这 个 基本 的 角 动 量 选择 定 则 , 如 果 波 函 是 计 入 旋 轨 偶合 
后 的 定 态 , 即 直 乘 表示 Dx D' 约 化 后 的 基 矢 |sljm> , 则 选择 定 
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则 易 导出 为 


5,-55, 

15141,1,5114-11 (4084,1,458 11) 

НМГ р (4.43) 
тандан Р Я. 

m= m+nh 


这 时 mm т, 不 是 好 量子 数 , 它 们 的 和 m=m,+m, 才 是 好 量子 
数 。 在 式 (4.43 ) 的 选择 律 Am=mj 一 m= 中 ,实际 上 只 有 Am,=0 
而 Ат, = и 的 项 才 对 和 矩阵 元 有 贡献 ,而 例如 Am,=1 及 Am= 一 1 
+ 上 的 项 是 没有 贡献 的 。 

不 计 自 旋 一 轨道 看 合 时 的 选择 律 式 {4.42) 对 于 nn 电子 原子 

的 电 偶 暑 迁 仍然 成 立 ,这 时 要 将 换 成 多 电子 的 自 旋 之 和 全 
5 (4.44) 
k=1 
这 称 为 电 偶 跃迁 的 自 旋 禁 戒 律 。 

同样 , 式 (4.41 ) 对 n 电子 原子 亦 成 立 ,同时 要 将 1 换 成 n 电子 
系 轨道 角 动量 之 和 工 : 

L=7Y (4.45) 
ВЭ ЗЕНД ЭН Уег, 仍 是 一 阶 球 张 量 . 

(2) 宇 称 选择 定 则 

子 群 CC 有 如 表 2.2 所 示 的 表示 特征 标 表 , НОН 5-1, 算 符 7 
的 任何 一 个 分 量 r。 (n= 1,0, 一 1) 都 属于 T, 表 示 的 基 。 故 只 允许 T， 
жг, ЖЕ. 

回 到 群 0 (3 ) 的 表示 中 , 即 只 允许 D! < рг. 按照 式 
(4.19) 后 面 的 讨论 ,表示 D' 的 基 的 宇 称 为 (1)', 故 1 和 [的 奇偶 
性 必须 不 同 。 于 是 , 式 (441) АЖ (4.43) 中 1=1; 的 情形 实际 是 
不 允许 的 。 

这 个 宇 称 选择 律 有 着 广泛 的 重要 影响 。 对 于 多 电子 系统 (И 
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ШОЛНЖЖЖЭЭЕЖЭН 008 54)1 008 Б 

SAMLM,> .由 于 它 是 许多 项 的 线 往 组 合 , 各 项 均 为 N 个 

ет тэ» 的 乘积 ,其 宇 称 本 征 值 为 C 中 和 而 不 是 C1F。 这 时 系 
- АА 

统 的 偶 极 矩 cy》 КАО, Е КУ ЕЕЕ А НЕ 
к= 1 


生 在 уа, 的 奇偶 性 不 同 的 组 态 之 间 , 不 论 其 具体 的 工 值 如 何 。 


k=1 


特别 是 ,1 售 组 态 内 的 电 偶 跃迁 是 字 称 禁 戒 的 。 


第 五 节 不 可 约 球 张 量 及 魏 格 纳 
一 艾 卡 定理 


魏 格 纳 一 艾 卡 定理 对 于 矩阵 元 的 计算 或 性 质 的 定性 描述 都 
很 重要 。 在 不 同 的 对 称 群 中 都 有 类 似 的 定理 ,并 都 和 算 符 作为 该 
群 的 不 可 约 张 量 表示 的 基 这 种 性 质 有 关 。 全 旋转 对 称 群 中 的 这 
个 定理 是 最 重要 的 例子 ,为 了 更 好 地 理解 它 ,也 为 了 下 章 中 的 需 
要 ,我 们 在 本 节 同 时 引入 不 可 约 球 张 量 的 概念 。 

一 、 不 可 约 球 张 量 的 定义 

不 可 约 球 张 量 可 以 是 波 函 ,也 可 以 是 力学 量 算 符 ; 可 以 从 转动 
变换 性 定义 ,也 可 以 等 价 地 从 角 动 量 算 符 对 它 的 作用 式 定义 ， 

1.) ЭД ЛУВГАНЖЛЕН р 

定义 (А): 在 空间 转动 下 按 群 SO (3) ВЛ А 29 к р/ 2 
换 的 (27-41) 144 (їт»: 


| т» =U тэ» -У ут”, = Уут «ут Ли» 


(446) 
定义 (В): 在 角 动 量 算 符 J, (и-1,0,-1) 
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л-4с-Н, (447) 


ЕТ, ГАЛ (281) К: 


7,| тэ» = jj (41) «лиш | jmth > | ти» (448) 


我 们 看 出 , 按 定义 (А), Ж л ҮҮ ОЛ 0/-1) 958 
ЖЛЕ. ЈЕ (3.93) 一 (3.96) 所 述 ; 按 定义 (B) 及 式 
(3111) ,这 (27+1)1 | тэ 满足 : 


7.1 тэ» | (т) т+1) |т+1> 


7, тэ» = т|јт> 
而 这 正 是 角 动 量 本 征 函数 通常 满足 的 式 子 , 见 [3] 的 P498 一 P499 
中 式 (23) 及 (25”), 只 不 过 写成 式 (4.48 ) 更 容易 看 出 J 了 本身 的 
特殊 性 质 :一 一 它 作 用 在 卫 和 Л, ВОЗЕ АЖЕ РА | jm> 上 表现 
为 一 阶 球 张 量 和 | jm > 的 直 乘 ,但 约 化 后 只 含 j 级 球 张 别 ,没有 
46+1) 阶 的 球 张 量 。 由 上 述 可 见 ,定义 (A) 和 (B ) 是 等 价 的 ， 

2.) 级 不 可 约 球 张 量 算 符 

定义 (А): 在 空间 转动 下 按 下 式 变换 的 (2/ +1) 个 分 量 算 
符 T 由 的 集合 : 


Т,?-17Т,9 VU-!= түр, за! Т. <јт\0 |јт> (4.50) 


定义 (В): 715) 58:13 7, (4=1,0, 一 1) 的 对 易 关系 如 下 
式 的 {2 十 1) 个 TP 集合 : 


[了 ,TO | 1) 9+ 1)<јтіы|ут+и> Т, (4.51) 
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(4.49 ) 


按照 前 节 一 中 的 讨论 ,我们 不 难看 出 这 里 定义 的 j 级 不 可 约 
球 张 量 算 符 TH 和 波 函 | jm > 在 转动 下 有 相同 的 变换 性 (特别 是 ， 
由 (2j 二 1 个 TW 形成 的 空间 对 旋转 是 不 变 的 ,也 是 不 可 约 的 )， 
而 所 谓 球 张 量 正 是 按 这 种 变换 性 定义 的 。 同 时 也 看 出 , 按 角 动 基 
作用 下 的 行为 而 引入 的 定义 (B) 和 定义 (4 ) 是 等 价 的 。 

就 算 符 来 说 ,j 为 整数 , 故 称 张 量 。j 为 半 整 数 时 的 波 函 | jm > 
ЛИЕВ о, 

ВТЕ, ЕЕ (4.35) (4.37) 看 出 x, (x=1,0, 一 1) 满 足 
式 (4.50) 和 (4.51), 是 一 阶 球 张 量 ， 


二 、 魏 格 纳 一 艾 卡 定理 


1. 定理 
<от Ту п т> = "<jmIM| jm,> <mpllT Ор,» 
六 一 Ј; Ј 7 
= (-1) 77” 1 ШЕУ; .52 
(1) (м 1) «и,,| TO mj > (4.52) 


式 中 的 初 态 . 未 态 和 算 符 TW 分 别 为 群 SO (3)#* 的 广 六 和 了 级 球 
张 ( 族 ) 量 ; л, 和, 为 完全 指定 态 所 需要 的 其 它 量 子 数 ; 
Тр 是 和 投影 量子 数 无 关 的 约 化 元 ,可 称 为 物理 因 
子 ,其 余 因 子 可 称 为 几何 因子 。 委 符号 定义 见 式 (3.114). 

1) < Н >: 
<mjmlT 5) п,), т, 2» = <), т] О ОТ 0) | п} ту» 
= у р ум Ойл, <Hj mA Т Wj m> 
= 2, ОЧ, умем hm IM 1) jm tM 
<л т ЈМ | Tj /m7 М> <}, ту | Темі mjim> (4553) 
上 式 中 用 了 式 (3.113) 以 及 


<; јет; 0714 «ну ту 07 
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-10| nj 7, >|‘ = 1, | пој т> ОЛ, 1” 
=}, «ујутро, 
Л „ 8 ЕЕЕ Е, АЛЕЖ ЛЭ А а ЗО. 
ХЕЗ (4.53) 813138: 1) drdosinBdB їо, В," 积分 ,利用 式 
(3.97) , 得到: 
<3;}, т |Т, | H; ji т, > 一 [月 КА тэм hm ЈМ {3 41, туаМ > 


. Уст ЈМ 1.7), т +М > <]; mM 197, Муу, тү» 
мэн ! 


因为 上 式 中 求 和 部 分 和 т, , М, т, 无关, 于 是 可 引 和 人 
«ат | л» =Ud <) т: ЈМ 11 //т-М > 
«л ут +MITO ajim > (4.54) 
而 使 式 (4.52) 得 证 , Нд, ,mim 可 以 吸收 到 C 一 G 系 数 
< jimJMljiJjymy> 之 中 。 

2) < 两 种 因子 > : 式 (4.52) 中 的 因子 «и,/, Ти,» 称 
为 约 化 元 , 和 投影 量子 数 无 关 , 它 不 仅 包括 三 角形 关系 A 0,4)» 
还 和 mr п. Т 的 性 质 有 关 , 因而 称 为 物理 因子 ; 式 (4.52) 中 其 余 
” 因 于 称 为 几何 因子 ,反映 了 矩阵 元 对 投影 量子 数 , 亦 即 对 所 涉 初 
末 态 和 算 符 的 空间 取向 的 依赖 。 它 包含 了 由 A (Л), кэм 
决定 的 一 部 分 选择 律 ,前 节 所 述 的 角 动 量 选择 律 就 包含 在 C 一 G 
ЖҰ. | 

2. 定理 的 应 用 和 某 些 约 化 元 

当 需 要 一 组 多 个 矩阵 元 时 ,定理 (4.52) 可 用 来 简化 计算 。 亦 
即 , 首先 选择 一 个 最 容易 计算 的 矩阵 元 ,将 它 算 出 来 ; 代入 式 
(4.52) 从 而 得 到 约 化 元 ;再 查 C 一 G 系 数 或 引 符 号 表 , 就 可 用 该 
式 算出 其 它 矩 阵 元 。 例 如 : 

1 ) 前 节 所 述 宇 称 禁 戒 导 致 怎 阵 元 
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<smlmlr,|lsmlm> 
-11 77 < 1т,10 lilim,><ilrll>=0 (4.55 ) 

就 是 说 约 化 元 <lirii>=0 (4.56) 
这 是 因为 式 (4.55) 中 的 C 一 G 系 数 并 不 为 零 ， 所 以 , 约 化 元 有 
时 也 包含 独立 的 选择 律 。 

2) 假设 要 算 几 (p= 1, 2, 3 ВХ, 了, 2 ) 的 矩阵 元 < /,т,14,| 
) тү». ЯЖ 4,-47-4, 的 矩阵 元 来 算 , 因 为 |j т» 是 其 本 
征 态 : 

<njrm | Ј {нут > = т,<ң, ј, т, | мј т> 

шилэх: 


ул тут “зүй, 

又 由 式 (3,111) «/т,1011 ljm>=m/ | 081) 
фоо«и),141 л »-11 05130) +19], 0, (457) 
ЖЯ.ОЧ ЛЕ Эв с (当然 ,本 例 由 于 J 是 熟知 的 角 动 量 ， 
也 可 直接 去 算 J 的 矩阵 元 而 不 算出 约 化 元 )。 

式 (4.57) 中 的 因子 5 如 在 式 (4.48) 的 讨论 中 所 提 到 的 ,说 
明 作为 一 级 张 量 的 特殊 性 。 这 一 点 在 磁 偶 极 路 迁 中 引信 了 特 
殊 的 选择 律 。 例 如 单 电子 磁 偶 哮 迁 几率 涉及 下 述 矩 阵 元 : 

<srmylmoe|l В 0 +25) |5, т. 1 т 

ТОРВЖ ЛЭ Р. З (4.57) Ф / 2351) 1980 代 换 ,得 到 
的 约 化 元 包括 选择 律 5.. д, В Л5=Л1=0. 对 于 多 电子 原子 
(电子 数 较 多 要 求 多 次 耦合 ,加 上 旋 轨 耦合 ,再 加 上 泡 里 原理 限制 ， 
计算 约 化 元 并 非 易 事 。 下 章 讲 的 拉 卡 代数 和 不 可 约 张 量 方法 即 
为 此 提供 了 一 套 系统 的 办 法 并 已 形成 可 查 用 的 表格 ), 可 证 ,也 有 
约 化 元 选择 律 AS=AL =0. 

3) 拉 卡 定义 了 如 下 作用 于 单 电 子 态 的 k 级 单位 球 张 量 и, 
其 约 化 元 

«Ща 9 =6,. (4.58) 
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В.К.Таад” 仿 此 引 人 6,7: 
«ин 9и л> = [Ер д (п.п) (42 (4.59) 
它 满足 
<и 1 т 12| ит > = 001)" па! д (и.п 26 (47) 
пт: -т ад т/ ! 
(4.60) 


| тт ~ (4.61) 


亦 即 0 | т> = УК (= 1)" (64 т 
将 式 (4.59) 和 式 〈4.57) 相 比 , 可 知 k=1 的 一 级 单位 球 张 量 就 正 
比 王 群 SO (3) 的 生成 元 〈 即 轨 角 动量 ЭС: 

0,0 = [3/1 4-1) 01413 21, 44-1,0,-1) (4.62) 


其 中 的 比例 系数 和 所 作用 的 单 电子 态 的 轨道 角 动 量 量子 数 1 有 
ж. 这 些 k (0<k<21 ”) 级 球 张 量 的 用 途 是 : 作为 生成 元 生成 
比 SO (3) 更 大 的 群 ,以 便 用 这 些 群 的 不 可 约 表示 作为 附加 量子 数 
9 来 帮助 指定 多 电子 原子 的 状态 ,并 简化 相应 矩阵 元 的 计算 。 这 
些 将 在 下 章 讲 到 。 

4) 利用 球 谐 函数 Yr ОВАЗ, ЦЯ НА Е <, ту 
IY" т > ,从 而 算出 约 化 元 

«ІДС г>=[1] й «10101111,0» 


„ГЬ 
=(- ешш? (0 5) (4.63) 
式 中 CuO- 47 ү (4.64) 
" 21-11 


是 拉 卡 引 人 的 C 函数 ,使 用 很 广泛 。 例 如 式 (4.35) 一 (4.37) 中 的 
г, СХ) Уу 

г =гС0 (иа1,0,-1) (4.65) 

注意 式 (4.63) 中 的 3j 符号 仅 当 (lt+1+1) 为 偶 时 才 不 为 

零 . 它 反映 字 称 选择 律 . 例如 电 偶 跃迁 涉及 的 1=1 [ 见 式 (4.35), 
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М.1-1405ИЙ СЭР БЖ. 

5) 在 有 些 场合 ,只 需要 知道 矩阵 元 的 相对 比值 ， 例 如 , 光 的 
电 侦 极 路 迁 中 , 要 知道 贺 偏 振 和 线 偏振 光 跃 迁 的 相对 强度 比 , 这 
时 只 要 求 比值 л/т, |:， 由 魏 一 艾 定理 看 出 ,这 只 要 求 出 相应 
C 一 G 系 数 的 比值 再 平方 即 可 , 约 化 元 在 相 比 中 消去 了 ， 


三 、 合 成 体系 的 球 张 量 及 其 乘积 : 


设 体 系 由 分 体系 1 和 2 合成 ,例如 由 两 个 粒子 ( 系 ) 合 成 ,或 
由 内 部 自由 度 的 运动 ( 自 旋 ) 体 系 和 质心 运动 (轨道 ) 体 系 合 
成 ， 并 设 Tw 和 及 是 分 属 体系 1 和 2 的 球 张 量 , 即 工 w 和 分 体 
系 1 的 角 动 量 Л. RJ) 和 分 体系 2 的 角 动 量 / ЧИЛЖ, (4.51) 那 样 
的 对 易 关系 。 则 : 

1) 由 于 Т, 83,319, КОН Л, Х|, ТОЯ КОЯ 
J=J+ 几 满足 式 (4.51) 那 样 的 关系 。 亦 即 只 作用 于 分 体系 1 
(或 2) 的 球 张 量 算 符 TO (或 R*') 仍 是 合成 体系 (1-2) 8) К 
(或 k' ) 级 球 张 量 。 从 转动 变换 观点 不 难 理解 这 一 点 , 因为 合体 系 
转动 变换 时 ,分 体系 也 作 转 动 变换 ， 

可 证 ,分 体系 1 的 算 符 T% 在 体系 (1+2) 的 量子 态 间 的 约 化 
和 矩阵 元 可 据 下 式 化 为 了 4 在 体系 1 的 态 间 的 约 化 元 

<&jijjil То 

=0,,;, CI) (ID і, 1| <а ЛТ е > 

(4.66 ) 
同样 ,分 体系 2 的 算 符 КИИ 


«а)/у,/18Е“71«2,257 » 
-4,,(-1У95997 (ЛЛ) "0 л ; | <ој Эх 3 (467) 
2 Јі 2 
注意 此 式 的 相 因子 等 和 前 式 不 同 ,这 是 由 于 态 函 数 中 的 耦合 次 
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, 序 是 1)» 而 不 是 | 有 jj>, 所 以 据 式 (3.118) 二 者 相 因 子 
应 不 同 。 式 中 a 是 完全 确定 状态 所 需 的 附加 量子 数 ， 
在 第 五 章 中 有 应 用 这 些 公 式 的 例子 [ 式 (5.117) 及 式 
(5.128 ) 1. . 
2 ) 可 按 下 式 定义 了 “和 R*) 的 混合 张 量 乘积 : 
х= ТӘК") к 
= УТОК сай | Ко» (4.68) 


不 难 证 明 : Xe 和 Ј= Л +7, 2ВНБЙДЭХЖ, (4.51) 那 样 的 对 易 关 
系 , 故 XZ ' 对 于 合体 系 (LI+2) 是 天 级 球 张 量 .这 不 难 理解 , 因为 
ТОЯ R*' 分 别 是 k 和 上 ' 级 球 张 量 , 即 群 R; 的 不 可 约 表 示 以 和 
РЕ, ХО АЯ рх D* 约 化 出 的 不 可 约 表 示 D* 
的 算 符 基 。 但 注意 外 对 于 分 体系 1 或 2 并 不 是 球 张 量 . 
特别 是 ,K=0 的 混合 张 量 乘积 正比 于 标 积 TY 、R*) 
Хо = (-1 {А юу (-1 ток 


= (人 一 1 }* ГА мт. RY) (4.69) 
其 中 ТӨ.89-У(-1) ТОК (470) 


是 球 张 量 标 积 的 定义 。 例 如 , 式 (4.35) 一 (4.37) 中 定义 的 一 级 球 
张 量 r 和 r 的 标 积 


(0) 


= , ГА 
rr = ром тол rr 


. -XX+HYY+ZZ’ (4.71) 
和 箔 卡尔 坐标 系 中 矢量 标 积 的 定义 一 致 。 
可 证 标 积 的 矩阵 元 的 计算 可 化 为 分 体系 约 化 元 的 计算 
<ahjiml ТЭ» Ка), т> 
=6, 6nm (1 даг А адд Т0, а" у, Кој 1» 
(4.72) 
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式 中 包括 对 附加 量子 数 a 的 求 和 和 。 例 子 也 可 在 第 五 章 找到 , 如 式 
(5.109). 

顺便 指出 , 当 体系 1 和 和 2 重合 时 ,也 可 利用 式 (4.68) 定 义 体 
系 的 张 量 算 符 乘积 。 


第 六 市 ”时间 反 演 不 变 所 引入 的 附加 简 并 


许多 系统 还 具有 时 间 反 演 不 变性 , 这 种 不 变性 对 十 属于 哈密 
顿 对 称 群 某 些 种 不 可 约 表示 的 能 级 引信 新 的 附加 简 并 。 本 节 首 
先 定义 时 间 反 演算 符 , 然 后 讨论 附加 简 并 问题 . 


一 、 时 间 反 演算 符 和 克拉 默 斯 (Kramers ) 简 并 
1, 牛顿 方程 


> 42Х 4:Х 

= VV (Х) = =m т) 
表明 : 稳定 的 保守 力 场 中 的 系统 ,其 运动 具有 时 间 反 演 不 变性 。 
例如 ,图 4.3 中 所 示 的 
上 抛 和 下 抛 运动 就 是 
满足 同一 运动 方程 的 、 
两 个 互 为 时 间 反 演 的 
解 :上 抛 运动 的 录像 倒 НЭЭ 
过 来 放 , 就 是 下 抛 运动 。 І 
这 两 个 运动 以 相反 的 
时 序 描绘 出 相同 的 轨 
迹 ,在 轨道 每 一 点 上 速 
度 反 号 ,加 速度 相等 ， 
Чр 235741 
是 经 典 力学 中 的 时 间 
区 演 不 变性 图 43 互 为 时 间 反 演 的 下 抛 和 上 上坟 
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2 薛 丁 格 方程 
i 让 о. = Ну (1) (4.73) 


当 нани НЕЛЕЕ 
у (1) =фехр[ – і Би 7) (4.74) 
其 中 满足 
Ho= Еф (475). 
1) 无 自 旋 系统 
定义 时 间 反 演算 符 了 使 对 任意 波 函 数 x 满足 
Tx (Х, 1) = ХОХ. 3 (4.76) 
算 符 了 是 反 线性 的 А 
Т (аҳ, +Ьҳ, )=а*Тх, ФРТХ, 
同时 是 反 么 正 的 А й 
«Хїї, «711 :|ТЇї» 
且 满 足 T=1 (4.77) 
л лан! оннхин | 
Tr T-! =т (4.78) 
ТӨТЭ-Т С45ү)Г---8 . (479) 
ТЇТЭ-Т (хРуГ!--1 (4.80) 
ШАМЫ, НАР? 和 其 它 实数 项 ,满足 
ТНТ'=н*= Н (481) 
ЖЕ ТУГАН 演 方程 是 
шад 561) 208864) 2. 
С ст тан =Hy*C1) (4.82) 
其 解 TY (0) =у* (2) = *exp [一 说 (4.83) 


和 式 (4.73 ) 的 解 Ww (1)[ 见 式 (4.74)] 有 相同 的 能 量 本 征 值 E, 因 
0* 满 足 式 (475) 59056: 
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Ho*= Ер" 84) 
这 里 用 了 式 (481) Е"- Е 
如 果 o* 和 р 是 线性 相关 的 ， 则 Gg* 并 不 代表 独立 的 新 坊 . 如 
果 是 线性 独立 的 , 则 时 间 反 演 不 变性 引入 了 简 并 ， 
含 自 旋 的 单 电子 系统 
定义 时 间 反 演算 符 了 , 它 对 自 旋 1/2 的 单 电子 波 函 数 作用 为 : 


78: OR) fw 
ry (Х, 1)- | (Х. ЭГ (10 ЦЭ -1) 一 |-V* (Х--1) 


(4.85) 


[01 
а=, 1 (486) 


атт, 9.1 的 作用 仍 如 式 (478) — (4.80) ,因为 它们 
岁 和 о, 对 易 ; 同时 , 它 能 使 自 旋 852) 02 也 和 轨道 角 动 量 7 一 
ВЛЕ: 


未 中 0, 是 泡 里 矩阵 


ТоТ"--9 | (487) 
其 中 : о, Жо. й КЕНЪ ТЕЗЕ РЕ, Ао 551550, 
ЖЕ ЖЕНЕВЕ. 
由 式 (4.8$) 可 导出 如 下 结论 
A. 用 下 作用 于 式 (4.85) 得 
979, 97 (Х, —1) у. (Х, 2) 
TON=7 |6: ЗЭ Е Е y Үл) 
= – № (Х, 1) 
亦 即 ,对 自 旋 1/2 的 系统 
Тї-- (4.88) 
所 以 ,TW 和 和风 必 是 线性 无 关 的 。 否则 ， | 
设 Ту = су 


== 
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则 Ty= Тсу= су = | с |р 
矛盾 ! РЕ ЫТ Н НН Е, 则 存在 时 间 
反 演 简 并 。 

B. 将 工作 用 于 自 旋 1/2 的 两 个 本 征 函 数 得 : 


?人 -av = –ц_ 
їм 2109) -ic (1) - 
4 _ 一 1) 7196,4-2(0) =u 


可 见 ,u, иш 在 工作 用 下 各 自 均 确实 变 成 与 自已 线性 独立 的 态 
БАЗХ, ЇН Н fw, и] 所 张 开 的 , 群 SU (2) 的 DY 表示 空间 在 时 
间 反 演变 换 下 变 成 基 为 [ии] 的 等 价 表示 空间 。 这 个 基 的 
等 价 变换 可 表 为 : 


(4.89) 


[-и_,и.] =[и,,и_] Ё 0 эн (10,) (4.90) 
相应 地 ,D72 的 表示 矩阵 К 从,w ) 等 价 变换 为 
(0,) 7 Е бї,.о)06)-8 фт, о )* (4.91) 


КЛЕ @,w) 的 式 (3.72) 就 很 易 证 明 上 式 。 此 式 表明 : р 和 
D"?* 都 是 复 表示 ,但 可 通过 相似 变换 联系 。 即 二 者 等 价 ,属于 第 二 
章 第 八 节 中 的 c 类 表示 。 

3) 含 自 旋 的 n 电子 系统 ма 

这 个 系统 的 工 算 符 是 将 乘积 ] | (idu) 乘 在 无 自 旋 系 统 的 
时间 反 演算 符 「 类 如 式 (4.76)] 上 。 注意 到 不 同 的 0,, 是 互相 
对 易 的 且 每 个 io,; 都 是 式 (4.86) 的 不 含 上 的 实 矩 阵 , 所 以 下 中 各 
因子 均 是 可 对 易 的 、 于 是 由 式 (4.88) 及 式 (4.77) 很 易 证 明 : 

Ti= (—1)* (4.92) 

涪 明 自 旋 为 整数 的 偶数 电子 系统 在 时 间 反 演 中 的 行为 有 如 无 自 
旋 系 统 ; 而 自 旋 为 半 奇 数 的 奇数 电子 系统 则 有 如 单 电 子 系统 。 

除 孤 立 系统 外 , м н 中 即使 含 外 静电 场 作 用 或 形 如 


- 129 - 


е). 1 的 旋 轨 耦合 项 ,只 要 不 含 时 间  Н.Я-З:00, ЭРЭ | 
反 演 不 变 的 。 这 时 奇数 电子 系统 最 少 保持 二 度 简 并 , 称 为 克拉 默 
斯 定理 . 若 有 外 磁场 如 (把 产生 磁场 的 运动 电荷 放 在 系统 外 ), 因 
нф (1425) В М, ТВТ! В, МЕТ ЕНЕНЕ, Н 
没有 时 间 反 演 不 变性 ,因而 克拉 默 斯 简 并 可 被 解除 。 

二 , 时 间 反 演 简 并 在 各 种 不 可 约 表示 中 的 表现 

由 于 算 符 个 是 反 线 性 反 么 正 的 ,直接 把 它 加 人 通常 的 哈密 顿 
对 称 群 一 自然 空间 的 线性 么 正 变换 群 来 扩大 哈密 顿 对 称 群 是 
不 容易 的 。 因 而 采用 另 一 种 简单 的 办 法 , 即 对 于 属于 空间 对 称 群 G 
给 定 类 型 不 可 约 表示 万 的 能 级 和 对 应 的 一 组 简 并 波 函 数 ,讨论 Т 
算 符 能 否 引信 与 这 组 波 函 数 线性 无 关 的 波 函 数 , 从 而 决定 有 耕 附 
加 的 时 间 反 演 简 并 。 由 式 (483) (4.84) 及 (4.90) (4.91) 知 ,时 间 
反 演 将 一 个 不 可 约 表 示 р Т В Зс зе D*, 而 D 和 DD* 
的 关系 分 成 a,b,c 三 类 (第 二 章 第 八 节 ), 所 以 我 们 要 逐 类 讨论 ; 
而 且 , 由 于 工 在 奇偶 数 电子 的 系统 中 表现 不 同 ,还 应 分 系 讨论 ， 

І. ЊУ 

波 函 y 是 双 值 表示 的 基 矢 , 由 前 述 , 因 T’= – 1,Ту цу 
线性 无 关 。 若 式 (4.81) 成 立 , 则 简 并 于 同一 能 级 巨 的 波 函 有 克拉 
默 斯 简 并 。 设 这 种 波 函 有 21 个 , 则 它们 (重新 组 合 ) 分 为 少 和 了 沙 
(1=1, 2,…1), 两 组 : 

А.а 类 表示 :[ 个 ,和 1 个 Ty 给 出 的 表示 р 和 D* 是 同一 
ЗГ , 故 按 式 (2.84 ), 光 和 所 有 ji 的 TY, 正 交 ; 又 ;不 能 和 
Ту, 线性 相关 。 所 以 ! 个 几 和 1! 个 TT 业 是 线性 无 关 的 , 必 同 时 存在 ， 
产生 附加 简 并 。 

B.b 类 表示 : уту, 给 出 的 表示 р 和 D* 是 不 等 价 的 , 因 
而 1 个 ,和 1 个 Tw, 是 线性 无 关 的 .产生 附加 简 并 . 

C.c 类 表示 : 不 引入 附加 简 并 。 我 们 不 作 一 般 证 明 , 仅 以 D” 
表示 为 例 。 由 式 (4.91) 可 见 : 工 将 复 表 未 Du 变 成 DY*, 但 二 者 
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是 等 价 的 , 即 表 示 基 | иуи| 发 生 式 (4.90) 的 变换 。 显然 变换 
和 矩阵 《io) 已 在 群 SU (2) 中 пела ” 70) 中 的 m ,= ~, Ж 
由 = 可 ,而 群 SU (2 ) 的 一 般 群 元 (对 应 空间 旋转 ) 会 混合 4 Ли. 

I 空间 旋转 对 称 性 已 使 ,和 u_ нна, 因而 时 间 反 
н ПЕНИИ 

由 式 (4.89) 可 见 ,这 里 Ти, 和 ,Tu_ 和 w_ 仍 分 别 是 线性 
无 关 的 ,故而 这 种 表示 的 维度 一 定 是 偶 的 。 

2. 偶 电 子 系 

а у 是 单 值 表示 基 矢 ,这 里 了 := 1, 一 般 并 不 排除 ТИ у, 
的 线性 相关 性 ， 

А.а 类 表示 ; 和 Ty, 是 同一 实 表示 的 基 ，, 故 可 以 组 合 它 们 ， 
得 到 该 表示 的 形 如 (VW, 土 Ty,) 这 样 的 基 , 由 于 个 (0,519) = 
+ (р Ту, ),T 不 引出 新 的 线性 无 关 基 , 故 且 的 时 间 反 演 不 变 不 
导致 新 的 简 并 ,如 SO (3) 群 的 单 值 表示 。[ 对 奇 电 子 系 
ТО, Ту) = ху + Ту, ЕНТО ЭЕ]. 

B.b 类 表示 ;有 附加 简 并 。 证 明 同 于 奇 电子 系 。 

_ С.с: 有 附加 简 并 .用 反 证 法 : 若 无 附 加 简 并 , 则 ! 个 
TW, 必 在 1 个 内 张 开 的 空间 内 , 可 组 成 新 基 фу Ту, 
有 Тф= #0, (4.93) 


设 新 基 ф, НЖЖ р (К): Ёо-Хөр/ (К) 
і= 1 
则 То, 给 出 表示 D*(R): К (06)-У (тфрор ч (К) 


4 К І 
注意 到 式 (4.93), ЖЕКО, = 9.DA(R) 
1 


从 而 р, (К) =р,*(К) жт, сжат МЖЛ. 8 
证 完毕 。 
上 述 讨论 的 结果 列 于 表 4.1 中 
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表 41 时 间 反 演 不 变 对 应 的 简 并 


类 别 | D 和 D* 的 关系 整 自 旋 粒 子 系 | 半 奇 自 旋 粒 子 系 


D 和 D* 等 价 于 辣 
一 个 实 不 可 约 表 示 


a 类 无 附加 简 并 | 产生 附加 简 并 


产生 附加 简 并 | 产生 附加 简 并 


类 | Ора У (g 产生 附加 简 并 
价 但 不 是 实 表示 


无 附加 简 并 


53 8 


1. Al 原子 有 一 个 3p 价 电子 。 试 就 3 种 情况 (不 计 自 旋 ; 计 及 自 旋 , 但 
不 计 及 旋 罗 耦合 能 ; 计 及 自 旋 且 考虑 旋 轨 耦合 能 ) 回答 : 

(1) Al 原子 基态 给 出 群 SO (3 ) 的 什么 表示 ,其 维度 如 何 ? 

0) Al 原子 基态 有 几 个 能 级 . 相应 简 并 度 如 何 ? 

(3) 通过 电 偶 极 跃迁 吸收 一 个 光子 ,Al 原子 可 跃迁 到 那些 激发 态 ? 

2, 钛 离子 T?+ 有 一 个 34 价 电子 , 试 写 出 这 个 价 电子 的 波 函 数 内， 

3. 试 由 不 可 约 球 张 量 72 和 TW 的 乘积 组 成 不 可 约 球 张 量 。 

4 设 久 原子 由 基态 ЗруЛЭЖЕЖ (4s5)!' 车 已 知 它 由 (4s0+ ) 到 
(3p0+ ) 的 自发 辐射 几率 为 A, 试 由 魏 一 艾 定 理 求 出 由 (4s0+) 到 (3p1* ) 或 
(Зр) ВЯ ЛЖ. 


5 由 不 可 约 球 张 量 性 质 讨 论 矩 阵 元 
№ ~ 
<81517м\ У ет 11" 81,4М» 
ЖЭТ 1,5,1, J, М 的 选择 定 则 。 
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ж-н Элл ТЭ 
简单 原子 光谱 一 般 只 用 到 群 SU (2 ) 或 群 O0 (3 产 ,前 面 已 讲 过 ， 
故 本 编 只 讲 复杂 原子 光谱 。 


第 五 章 ” 拉 卡 代数 和 复杂 原子 光谱 


在 原子 光谱 理论 的 发 展 中 ,存在 着 若干 种 不 同 的 方法 . 例如: 
传统 的 Slater 行列 式 波 函 的 方法 ; 利用 置换 群 互 伴 杨 图 (对 应 的 空 
间 波 函 和 自 旋 波 函 直 乘 约 化 ) 以 得 到 对 电子 交换 反对 称 化 的 多 电 
子 波 函 的 方法 ; 拉 卡 提出 的 用 群 人 1+2) 及 其 子 群 链 分 类 标志 波 
函 和 力学 量 算 符 ,用 亲 态 比 系数 Cfp) 结 构 波 函 和 不 可 约 张 量 算 符 
的 约 化 矩阵 元 的 方法 … ,对 于 复杂 的 多 电子 原子 ,例如 重要 的 光 
学 材料 中 的 Eu 离子 ,组 态 为 4f) ,有 141/816! =3003 个 独立 状 
态 和 大 量 测 得 很 准 的 谱 线 , 实 际 上 只 有 拉 卡 方法 才能 处 理 。 而 
且 , 拉 卡 方法 所 需 各 种 cfp 和 约 化 元 均 已 算 好 列 成 表格 [9], 根 据 
这 些 表格 可 用 标准 方法 计算 一 切 原子 (自由 的 或 唱 场 中 的 ) 的 能 
ЕКЕН ЕС, 现今 已 成 为 国际 上 的 通用 方法 。 因 而 ,本 章 只 
集中 选择 与 这 个 方法 直接 有 关 的 内 容 并 略 去 大 部 份 推导 细节 , 简 
要 介绍 拉 卡 方法 和 原子 光谱 的 基本 内 容 。 


第 一 节 拉 卡 群 链 UV 01+1)280 01+1) 
>К,.1>К; 
本 节 介 绍 用 于 轨道 态 分 类 的 拉 卡 群 链 . 
一 , 附加 量子 数 问题 的 提出 和 解决 途径 


”对 于 多 于 两 个 价 电 子 的 原子 或 离子 ,虽然 对 于 非 等 价 电子 组 
态 有 时 引用 一 个 特殊 的 角 动 量 奈 合 表象 , 例如 | FSL ,dl; 
S ‘Ms'L ‘M1 > ,可 以 完全 确定 一 个 态 ,但 对 于 等 价 电子 组 态 , 则 
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НЭТ, ЯО, ЗО ВОНА Г 09 М 可 能 较 大 ,因而 独立 状 
志 数 很 大 (已 如 前 述 ), 而 且 这 N 个 电子 属于 同一 子 这 居 , 看 合 较 
强 。 在 通过 角 动 量 砖 合 给 出 的 | SM LM,> 或 1mSLJM > 中 : 
н ТЕ Е Яо 允许 的 谱 项 25133, 同一 组 (8 ,也 ) 多 
次 出 现时 如 何 区 分 这 些 态 ”都 成 了 问题 ， 所 以 ,首先 必须 引入 附 
加 基于 数 ( 组 ;5, 把 态 写 成 为 1 人 xySLMsM, > 之 类 形式 并 计 及 泡 
里 原理 才 行 。 

由 于 角 动量 量子 数 是 群 SO (3j* 的 不 可 约 表 示 的 标志 , 因而 拉 
卡 想到 引入 比 群 SO (3}# 更 大 的 . 以 群 SO (3 六 为 子 群 的 群 ， 用 这 
些 群 的 不 可 约 表示 符号 作为 附加 量子 数组 4 帮助 标志 态 和 算 符 ， 
则 不 仅 状态 可 明确 被 指定 ,而 且 群 不 可 约 表示 的 有 关 正 交 定 理 还 
可 帮助 简化 矩阵 元 的 计算 (有 些 为 零 ,有 些 相 同等 )。 因 为 这 些 高 
对 称 群 不 可 约 表示 维度 比 群 SO (3) 的 大 , 所 以 可 能 有 好 几 组 不 
同 的 (S, 工 ) 对 应 同一 个 附加 量子 数组 у: 另 方面 ,由 于 这 些 高 对 
称 群 所 包含 的 若干 不 在 子 群 SO (3 六 中 的 群 元 广 并 不 是 实际 的 对 
称 操作 ( 即 已 和 实际 的 哈密 顿 站 并 不 对 易 ), 所 以 实际 存在 的 定 
态 和 能 级 一 般 并 不 和 这 些 群 的 一 个 不 可 约 表 示 相 对 应 。 即 ,求解 
同一 组 (8, 了 ) 的 各 谱 项 st 的 能 级 和 波 函 时 ,用 
1mSMsLM,>、| 1,5 Ms LM,>… 作为 能 量 和 矩阵 的 表象 基 矢 ， 
然后 对 角 化 这 个 矩阵 。 所 得 对 角 元 即 为 实际 存在 的 能 量 , 对 应 的 
各 个 定 态 波 函 均 是 这 些 (S ,二 ) 相 同 但 了 不 同 的 表象 基 矢 之 线性 和 ， 
记 为 1 大 [个 S ML AM > 。 其 中 1 对 应 此 定 态 的 主要 成 份 ,[7] 正 
说 明 并 不 是 好 量子 数 . 


二 、 拉 卡 球 张 量 7.4) 满足 的 对 易 关 系 


由 第 三 章 看 到 ,由 于 轨道 角 动 量 算 符 (p=1 ,2 ,3) 满 足 式 
(3.63) 的 对 易 关 系 , 故 可 用 它 为 生成 元 生成 群 50 (3) 80, 以 标量 
波 函 数 为 基 矢 的 表示 群 。 

又 从 式 (4.62) 看 ,它们 重新 组 成 1 (9=1.0, -1) 后 就 简单 地 
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正比 于 一 阶 球 张 量 v4 ”。 因 此 , 拉 卡 想到 ,在 v 人 之 外 可 以 再 引入 
某 些 高 阶 球 张 量 , 便 它 们 之 间 满 足 李 群生 成 元 所 满足 的 如 式 (3.58) 
那样 的 对 易 关系 ,就 可 以 用 它们 作为 生成 元 生成 以 群 SO (3 ) 为 子 
群 的 高 对 称 群 供 我 们 之 用 。 

为 了 对 组 态 六 的 状态 进行 分 类 , 拉 卡 引入 了 约 化 元 满足 式 
(4.59) # (01+ 1)? “А И (0<к<21) КЕ 0,9 (-ХкКа«К). 
作为 上 阶 球 张 量 ,它们 当然 要 满足 和 角 动 量 算 符 的 对 易 关 系 式 
(451) ,或 满足 和 上 广 、 志 的 对 易 关 系 式 (4.49)。 现 在 我 们 检验 这 些 
5 之 间 是 否 满足 式 (3.58) 那 样 的 对 易 关 系 。 略 去 式 (4.61) 中 的 
主 量子 数 n, 有 : 


1 k 1 
5911 тү» -CD 人 | 1 ‘> (5.1) 
т’ с-т, 4 т, 


重复 使 用 上 式 并 注意 式 (3 一 118) 和 (3 一 120), 有 : 


likhl\/ihkl 
00) 2,9 一 》， єї урт [ К] 10 [ kl 12 ( , 1 тг» 
9 та т Й 


тг, т т.т, 
kl lvl k, I 

= 之 еты" 8 її jm > 
тт" dm ту mq т 


利用 关系 式 (3.131), 上 式 写 为 


2 
т KA 


К, А k, 1 К, 13 yk k, k, 
а н) аат? 
111 т 43 Mm) \4 4: 74: 


2) C1 ththth /2 шин А 58 ын 
26 шиг | 1 | 4: 4: 4) гтэ, 62) 


= 135 ~ 


在 上 式 的 第 一 步 推导 中 改变 了 相 因 子 中 丘 和 的 符号 ,并 丢掉 了 
mi 一 1 一 0= 一 24 ,因为 k,g 都 是 整数 . 

类 伏地 ,可 作出 575 201 т», БАЖ (52) Р 338 
(k, ,41) 和 (k,,q;) ,结果 是 3) 符号 中 多 析出 一 个 相 因 子 人 1) 8575, 
所 以 ,对 易 关 系 为 


(527,.:20)-3,(-1)37751(-13 8555-1154 54184277 
кя, ， 


А к ky /hk k, k 
3 Ц j (53) 
111 4: 4: 74,» 
式 (5.3) 显 然 具 有 式 (3.$8 ) 那 样 的 形式 ,6j 符 号 给 出 了 A(l,1,k,) 
之 类 的 限制 ,所 以 0 系 上 和 21 的 (21+1)2 个 5 确实 给 出 了 对 于 上 
述 对 易 关 系 是 封闭 的 集合 。 同时 ,实际 上 ,使 (二 已 十 已) 为 偶 的 
оло 项 在 上 式 右 端 是 没有 贡献 的 。 
对 于 NN 电子 系统 ,定义 以 下 算 符 


Vm (0,9), (5.4) 


上 式 是 对 电子 求 和 。 因 为 不 同 电子 的 v 必 之 间 互 相对 易 , 上述 算 
符 之 间 必 有 类 似 于 式 (5.3 ) 的 对 易 关 系 


Ган ае =), (Перс т) (кугы)? 


Ка, 
К, К уук k hk 
й I 0 Л 4) КИ 93) 
三 、 群 链 U G1+1) >R,,,> RR 


上 述 (21+ 1 关 个 了" 既 满足 式 (5.5) 的 对 易 关 系 ,就 可 用 它们 
为 生成 元 生成 李 群 。 类 似 于 式 (3.20 ) 那 样 定义 无 穷 小 群 元 
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5,=1+ У ба, И, (5.6) 
ka 


式 中 6a,, 是 群 的 无 穷 小 参数 ,和 式 (3.25) 的 (一 i6w,) 相 当 , 但 已 不 
是 纯 虚 数 ,一 般 为 复数 . 

(1) 在 一 个 这 种 类 型 群 算 符 影 响 下 ,由 式 (5.6) 和 (5.1), 本 征 
Вт» = 0 (тэл 


у т) = У (т Эс, (5.7) 


.1 kl 
其 中 A , ) (5.8) 
к та т 


由 于 上 式 中 3j 符号 的 线性 独立 性 ,通过 适当 选择 ба, 可 以 从 
(21+1) 维 空间 的 矢量 by (Im) 得 到 任何 指定 的 . 在 该 空间 内 
ТЕ 23627180 УЬ (Im), 因 此 4 生成 的 群 称 为 一 般 线 性 
群 GL 
(2) 我 们 通常 只 对 保持 本 征 函 数 正 交 归 一 性 
any “тэд От") =, (5.9) 


的 变换 子 群 U (21+ 1) 感 兴趣 。 由 第 三 章 第 一 节 , 其 独立 参量 数 少 
了 一 半 。 上 共 体 推 证 表明 , 群 避 (21+1) 的 参数 受到 限制 
балл (-1) да, =0 (5.10) · 
СА (1+1) Э 29, ШЕ ЕЯ (211) 0, а 
人 3) 从 上 述 VS 中 除去 VY. 喇 剩 下 的 V% (Kk 寺 0) 仍 构成 一 个 子 
ЗЕ. МЯН К (5.5) а А: К 20, 6,0 ВА, , 则 式 中 6j 符 
5 ИШ 0,90; 6 к= 6,0 Н К,-0, ДА+, +, = 26 = 18, 
К И = ОНО ТА. ИО 9 ба 按 式 (5.10) 只 能 为 虚数 ， 
现 令 为 零 即 可 除去 所。 可 证 除去 TV 中 后 的 子 群 保证 式 (5.8 ) 中 
矩阵 C 的 行列 式 为 1, 称 为 群 SU(21+1), 食 21+1)7-1=4I0+1) 
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个 独立 实 参量 ， | 
(4) 在 群 SU (21+ 1) 8 УН, к.Э ИО — 
Ф А, 1, НЕ (5.5) +, ЧА Я ТЇ, АЖ К, 为 奇数 
的 V.% 有 贡献 。 可 证 这 个 子 群 保持 矢量 模 
1-3 (-13"0 (тэд (—m) (541) 
不 变 , 称 为 此 (21+ 1) 维 空间 的 转动 群 Ra*， 其 独立 生成 元 和 所 合 
实 参 数 个 数 为 


Fk41) =101+1) (5.12) 
奇 k 


(5) Ж/5, НҮХ (5.5),К,-:5, 1846, 51, Й И, И, ИФ 
мл га 3 个 实 参数 形成 群 Ку, 的 一 个 子 群 。 如 前 所 述 , ИЛЛЕ 
ит. 它 引 起 的 变换 相当 于 自然 空间 转动 时 本 征 波 函 数 (1, т) 
的 变换 , 故此 群 称 为 群 R,。 

于 是 ,得 到 群 链 


GLOCI+1)>UCI+1)>SUCI+1I)=R >R， (543) 


(6) 此 外 ,对 了 电子 =3, 从 群 Ri=R; 中 ,除去 也 后 所 番 
VV 和 VV 也 生成 一 个 子 群 G,, 这 是 因为 ,由 式 6.5) 可 见 ,[V,V5)] 
Яа, УО эЯЖ 9, ШэЯХЖ(И9, у 
又 因 下 述 偶然 关系 而 不 含 下; 


К, 5,5, 55 3 
(i 
1 1 1 3 3 3 
故 只 包含 了 0 和 TG。 它 有 3+11= 14 个 生成 元 和 实 参 量 。 
所 以 ,对 六 离子 的 轨道 态 ,有 群 链 
01:7)э20(7) >80 (7)>К,26,>К, (5.14) 


对 dx 离子 则 有 
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С1.(5)20(5) 280(5) 28,258, (5.15) 

以 后 会 看 到 ,考虑 自 旋 后 ,是 用 从 群 U (41+2) 出 发 的 群 链 来 

分 类 多 电子 原子 态 ,这 群 链 中 包含 群 SU (2)xRy， 所 以 ,对 八 

离子 , R; 了 > R; 被 实际 用 于 电子 态 分 类 : 对 f* 离子 , 则 实际 用 到 群 
链 R,> G6,> RR,. 


第 二 市 ЖЕ. 和 G, 的 根 图 和 表示 一 
广 轨道 态 分 类 


本 节 先 以 群 R,,, ,和 群 С, 为 例 讲 拉 卡 群 的 根 图 ,再 以 群 R; 为 
例 讲 多 电子 轨道 态 作为 其 不 可 约 表示 基 矢 , 求 不 可 约 表示 特征 标 
及 由 特征 标 分 解 求 约 化 分 支 律 的 问题 。 最 后 ,给 出 和 挛 轨道 态 分 
类 有 关 的 Бүр бур Rs 的 分 支 律 。 


—. # К... 和 群 G: ВВ . 


现在 按 第 三 章 第 四 节 所 述 , 讨 论 某 些 拉 卡 群 的 代数 的 基 ， 

Нэр 5) 可 见 :g=0 的 所 有 4 之 间 相 互 对 易 一 这 是 因为 
41=4= 0,9, ЯЖ АЖ, ХН (++) = 奇 , 则 3j 符 号 为 零 ; 
н Н" +6) = 18, Д 38 59501898. 

于 是 ,所 有 WV, 中 有 共同 本 征 矢 , 亦 即 可 以 找到 V4? (gq 550) 80 
线性 组 合作 为 E 型 算 符 


Е,= У Ьу) (gqg¥0,0gk 人 ‘<21) (5.16) 
Ка” 
使 它们 同时 满足 
[Vo™, E,] -0,Е, (5.17) 


式 中 ,K 取 一 个 特殊 群 所 允许 的 一 切 值 。 若 将 Ү,СЖИЧЯ ЕЭ Н 
型 算 符 , 则 上 式 成 为 
ЇН, ,Е,]) са,Е, (5.18) 
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根据 这 个 式 子 ,就 可 作出 相应 的 根 图 。 这 些 关 系 对 于 上 节 所 讨论 
的 各 个 群 都 成 立 。 

拉 卡 对 群 GL (1+1) О (21+ 1) Л Н, . Е, Ж ҮЭ 
下 列 线性 组 合 


1К1 
Х,-3 өгчөч| Е (у,и-1,1-1:-1) 6.19) 
7 уян 
对 于 单 粒子 体系 ,由 此 式 , 式 (4.61) 及 (3.122 ) 易 见 
1 КІ 1 КІ 
Klim> = 1) [А] “| уе "| )њ> 
кат’ -у 4 и -т74 т 


一 》， (-1) 0 6 |Im ” 


т! “ит 


-6, їе» (520) 
8) Х,, 的 作用 有 如 将 т=рд тэ» 平移 为 |lv>。 易 见 :vy зр 
X, 为 E 型 基 ， 
而 Xlm> =6,,|Im> (5.21) 


说 明 т> 是 著 ,, 本 征 态 ,本 征 值 为 Х, Н Ж, 
作 类 似 于 此 的 算 符 基线 性 组 合 变换 , 可 得 群 R,,,, 和 群 G, 的 
基 和 根 图 。 讨 论 为 下 : 
1. 群 R，， 
引入 下 列 奇 阶 张 量 算 符 的 线性 组 合 


181 
т-у саун" jr (5.22) 
м УЯА 


式 中 [1 一 (一 1)1 的 作用 显然 在 于 舍弃 偶 阶 算 符 的 贡献 。 由 此 定 
义 及 31 符 号 性 质 可 证 : 1 


W,,= (- 1 )2 +61 | атал (5.23) 
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它 说 明 ИУ, 和 WW_,,_, 线性 相关 ,而 且 下 列 Q1+1) 个 И, 250: 
W ,= Wp=0 (524) 
НТУ р 6 9 (1-1) 1484 ОЗ И, 个 数 为 
[01+1)2— 01+1)]/2=101+1), #13 (5.12) 一 致 。 
由 式 (5.22) 及 (5.5) 等 可 证 
(УУ, и] = (8, дд), (5.25) 
可 见 И/, 是 式 (3.82) 和 (3.83) 所 示 的 李 代 数 的 日 型 基 矢 , 记 为 
Н,,ү-: 
Wi;= Hn : (5.26) 
这 种 独立 的 到 ,有 i 个 (i=1,2,…1), 即 权 空 间 为 1! 维 的 ; 其 余 
Иб 关 14) 为 其 本 征 矢 , 本 征 值 ( 根 矢 分 量 ) 为 式 (5.25) 右 端的 圆 
括 弧 内 的 值 。 
例如 , 群 К, 的 权 空 间 为 1=2 维 的 。 两 个 日 型 基 撩 


Үү Н, =. | 3 үл /2 У, 
У. = Н,= | 2 Vm— 2 220 (527) 


可 见 五 型 李 代 数 基 矢 确 是 由 q=0 的 FV, 组 成 的 ， 其余 
1 Q1+1) 一 1=% 个 本 征 矢量 И, 0 2 851 МЕН ХН 5 (5.25) 
决定 为 


本 征 矢 根 ж 
Vs®) (1,1) 
и,9 а 2.0) 


2 иен vn (1-1) 
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| Е 
3 让 ТҮ? (0,1) 


以 及 其 余 4 个 gq 和 和 根 矢 均 反 号 的 VF 线性 组 合 。 由 此 可 得 如 图 
51 所 示 的 2 维权 空间 中 的 根 图 ,图 中 标 出 了 本 征 矢 的 g 值 。 


图 5.1 群 R, 的 根 图 


同 理 , 群 R, 的 权 空 间 是 3 өв, 883 ТН Я ЭЛ ЖХ 
Н,= Из Н,= И Н,= И, (5.28) 


其 余 1 QI+1) 一 1=18 个 独立 的 本 征 矢 Үг, 对 应 18 个 根 矢 。 
2. 群 G， 
这 个 群 有 2 个 a=0 的 VD ,ШУ,СШУ,?, 4 


11 11 
Н,-4 了 и,9--6 ЭГ 友人 


(5.29) 
Н.- 11 me- 二 у.) 
2 7 0 21 0 
则 其 12 个 本 征 矢 (以 4 标志 ) 和 根 矢 为 
本 征 矢 (4 ) 5 4 3 2 1 1 
Ж (1,1) 0-1) (1,0) (0,1) (1-1) (-1,2) 
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以 及 其 余 g 和 根 矢 均 反 号 的 六 组 。 
通常 在 倾斜 的 二 维 坐标 系 中 面 出 根 图 。 这 样 的 根 图 显示 很 高 
的 对 称 性 , 如 图 5.2 所 示 。 


(0. 1) 


(1.0) 


52 #6, 的 根 图 


二 、 多 电子 轨道 态 作为 拉 卡 群 的 不 可 约 表示 基 矢 


按 第 三 章 第 四 节 所 述 , 李 代数 不 可 约 表 示 的 基 矢 是 所 有 Н, 的 
共同 本 征 态 ,如 式 (3.84) 所 示 ， . 

多 电子 原子 的 轨道 态 也 可 结构 为 拉 卡 群 的 不 可 约 表 示 基 矢 。 
在 此 , 仅 以 群 R; 和 两 个 4 电子 的 自 旋 单 重 态 'G ,ID , '5 为 例 。 但 
是 ,因为 我 们 尚未 讲 到 态 函 数 的 亲 态 比 系数 (cfp ) 方 法 或 多 电子 
Ж ( 约 化 ) 和 抢 阵 元 的 计算 方法 等 ,只 能 暂 用 行列 式 波 函 方法 ,并 将 多 
电子 矩阵 元 化 为 单 电子 矩阵 元 来 计算 ， 最 简单 者 如 


1218 ,4>=|12+ 2-| 
故 <d?'G 4V dG 4>=<d2'lv Hd2+>+<ad2|v td2-> 
=2<42|0,|42> 
然后 用 式 (4.60 ) 计 算 。 用 这 样 方法 及 式 ($.27) 可 证 明 
Н,6,4--210,4» 
| H,l'G ,4> =0 
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(25 ,3>=|'G ,3> 


Н,16 ,3--10,3» 


, 3 үр |406 2-1 13 р, 2» Е Я 
Мн 


共 28 个 形 如 式 (3.84 ) 的 方程 ,对 应 14 个 权 矢 。 这 说 明 谱 项 'G 和 
р 合 起 来 属于 群 R, 的 一 个 不 可 约 表示 ,原因 是 式 (527) 中 含有 
Te) , 它 能 精 合 工 =4 和 2 的 谱 项 (但 世 =0 的 4 则 不 属于 这 一 
表示 )。 这 个 表示 的 最 高 权 即 为 1G ,4> 的 权 矢 (2,0), 它 就 是 这 
个 不 可 约 表示 的 标志 ,其 权 图 如 图 5.3 所 示 。 其 中 14 个 权 矢 有 8 
个 和 根 矢 重 合 ,注意 权 矢 (0,0) 出 现 两 次 , 即 (0 ,0 ) 为 两 重 简 并 的 
权 矢 。 为 此 ,在 标志 表示 基 矢 时 , 除 矢量 亨 外 ,还 加 一 个 量子 数 
у. шуу.) у. | 


© © 
(2,0) н 
人 一 他 一 
© © 


53 ЖЕЖ ЕАК, Аз (20) 


同 理 ,4d 的 两 个 3 重 态 正和 妆 也 合 起 来 给 出 群 R, 的 一 个 表 
示 (1, 1), 它 是 10 维 的 。 其 权 图 完全 和 根 图 重合 。 另 外 加 一 对 简 
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并 于 (0,0) 的 权 矢 。 

群 R, 也 有 半 整 数 的 表示 ,如 (1/2 ,1/2), 它 有 (1/2 ,1/2)， 
(-1/2,1/2).02,-1/2).(-1/2, -1/2) 64 “Ж. 

ЗЕЕ Н, ВОЛИ ЛЕВЕ, Е Сл к ЗВ ВА 
的 ) 表 示 的 最 高 权 和 具有 最 大 М, 值 的 那个 波 函 对 应 。 

关于 群 R, 的 表示 , 权 矢 记 为 (wi ,w, ,ws ), 其 中 w 分 别 是 式 
(5.28) 中 3 个 五 ,的 本 征 值 。 

关于 群 G; 的 表示 ,用 式 (5.29) 的 Н..Н, 其 表示 最 高 权 
(7,,т,) т, 常 是 负 的 。 通 常 引 入 

Wi) = (т +т,, – т, ) (5.30) 

作为 表示 的 最 高 权 ,其 中 wu 和 uw 都 是 整数 ， 例 如 ,其 不 可 约 表示 
(1,1) 是 14 维 的 ,其 权 图 和 根 图 完全 重合 ,另外 多 一 对 简 并 于 
(0,0) 的 权 矢 ， 


三 , 计算 拉 卡 群 不 可 约 表示 的 特征 标 和 约 化 分 支 律 示例 


如 第 三 章 第 五 节 所 述 , 李 群 不 可 约 表 示 的 特征 标 也 很 重要 , 在 
诸如 表示 直 乘 约 化 和 分 支 律 (分 别 见 第 四 章 第 二 节 和 第 三 节 ) 等 
问题 中 都 用 到 它 。 李 群 不 可 约 表示 的 特征 标 用 式 (3.100) 计算, + 
算 中 常用 到 各 种 技巧 。 这 里 举 一 个 简单 的 例子 一 一 计算 群 R; 的 
不 可 约 表示 (1,1) 的 特征 标 ,并 讨论 当局 限于 子 群 К, 时 这 个 表示 
分 解 为 群 R; 不 可 约 表示 直 和 的 约 化 分 支 律 ， 

按 上 述 关 于 表示 (1,1) 的 权 图 及 式 (3.100), 其 特征 标 

х1 ў еті бул фут) 
бут) 
= оі) оті еті) ein объ) + ein 
Же) өн 1-1 ! (531) 


式 中 ф,Я р, ЗЕ К, 生成 元 Н,Яй Н, 式 (5.27)] 对 应 的 群 
参数 ,mi т, 分 别 是 Н, Н, 对 应 表示 基 矢 销 公 "的 本 征 值 ， 
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йг (mi , m) 给 出 对 应 权 矢 。 

按 第 三 章 第 五 节 所 述 ,为 讨论 上 述 的 约 化 问题 ,首先 应 找到 也 
存在 王子 群 R; 中 、 因 而 可 等 价 的 写 为 ez 形式 的 . 群 R, 的 那些 
7% еннен). ЕАК 的 这 种 元 素 只 有 一 个 参数 0 可 变 ， 
我 们 必须 要 找到 群 参数 р, 和 р, 间 的 关系 以 及 它们 和 8 的 关系 ， 
然后 将 表示 特征 标 式 (5.31) 化 成 群 К, (对 应 群 元 素 e 二 ) 的 各 不 
可 约 表示 特征 标 之 和 。 

我 们 可 以 证 明 , 若 令 

91=20 Ф,= 0 (5.32) 
则 еі PHit pH ;和 e-* 是 等 价 的 。 
«ИН» 由 式 6.27) 肖 gH + ф,Н, =20W,+ 90W = 多 mg。 
т=1 
但 由 式 (5.23) : И,„= И, ,及 式 (5.24) 的 17-08 5 


2 
Ф.Н,+ Ф,Н,= 了 2, тӨҮг ,, 理由 式 (3.111 ) 及 (3.114) 知 


111 
т= [1 ar der pm( ) 


-т 0 т 


8 2 111 
故 өНжөЛ- Жин ) 
2 


m= -т 0 т 


д гк 
= 2 106+10) +1) Sr- CI ! ) 
Кт -т 0 т 


111 
1 je 
-т 0 т 
0 
= 0+1) 01405 Ув 41-0-0ЧУ/7 
К 


= 9[1(1+1) (214-13/ 382 Р,9-0Г, 
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推导 中 用 了 式 15.22)、(3.121) 及 (4.62 ). 
将 (5.32) 代 入 式 (5.31), 并 注意 到 群 R, 的 特征 标 式 (3.99) ,可 
将 式 (5.31) 化 成 
116720 -i70.? 130/2 -139/2 


e е е! ^-—— е 
二 一 一 一 一 一 一 十 Я 
х01,1) ЁОПНРЫ ТЭЭР 


i623 


从 而 , 群 R; 不 可 约 表示 (1,1) 分 解 为 子 群 R; 的 不 可 约 表示 ре 的 
如 下 直 和 
ВЕК, 一 一 ВК, 
жк (1,1)——= PD@D'= ЕФР (5.33) 
这 和 二 中 所 述 一 致 。 
Д. І" 轨道 态 的 分 类 


按照 本 节 所 述 方法 的 精神 ,可 得 到 各 拉 卡 群 之 间 的 分 支 律 。 
表 5.1 和 表 52 中 分 别 列 出 了 广 状态 分 类 中 要 用 到 的 R, 一 > G6， 
和 G, 一 > R; 的 分 支 律 。 表 中 G(R; ) 和 G(G,) 分 别 是 卡 塞 米尔 算 
子 在 群 R, 和 群 6; 的 不 可 约 表示 中 的 本 征 值 ,D (юу w, м; ) 是 群 R， 
不 可 约 表示 (юү эг, м) 的 维度 ,D (ui ui) 亦 是 表示 的 维度 。 由 表 
51 看 出 , 在 群 R, 的 任何 一 个 有 关 的 不 可 约 表 示 WW= ( wi w, из) 
的 分 解 中 ,不 同时 存在 群 G, 的 任何 两 个 相间 的 不 可 约 表示 
U= (ши ); 但 表 5.2 中 ,在 群 G, 的 表示 (3 1) 和 (4 0) 的 分 解 中 ， 
存在 成 对 的 同 种 R, 表 示 。 所 以 对 这 几 个 表示 , 除 


W= (№, м, w;) (5.34) 
U= (u w) (5.35) 
外 ,还 项 引入 一 个 额外 量子 数 т, АЛИВ fx 的 态 不 含糊 地 写 为 
[If*WUSM І М, > (5.36) 


其 中 关于 自 旋 态 的 介入 问题 , 下 节 再 讲 。 


一 147 一 


851 К, — С, 约 化 分 支 律 


$5G (R,) | 维度 De w,w,) сал20 (и, и,) 
5 110) (10) (11) 
ҮГҮТ 
9 105 (11) (20) (21) 
10 189 211) (10)(113(20)02:1) 30) 
12 168 (20) (21) (22) 
13 378 021) |1100)0019003(21300)361) 
15 294 2202) 00) 10) 20) 60) (40) 

852 с, 一 к, 约 化 分 支 律 

12646, ) D (uw th) (ш №) Ь 
213 69 15 
6 (1 0) Е 
12 оом | 01) РН 
32 | Gn | PDF:GH2PK2LMNO 
36 SDFGIHEDKL2MNO 
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关于 4”, ЖК, К, 可 完全 指定 ,例如 式 (5.33); 关于 Р“ 和 
БЕР, АЖК, 就 可 完全 确定 . 


Яс ХЭВЛЭН ЗЕ 
一 个 的 状态 分 类 


本 节 引 进 对 电子 自 旋 角 动量 和 轨道 角 动量 作用 分 别 表现 为 球 
张 量 的 双 张 量 算 符 ,以 它们 为 生成 元 生成 的 群 及 群 链 正 是 现今 被 
用 于 多 电子 自 旋 轨 道 本 征 态 分 类 的 群 。 本 节 介 绍 这 个 群 链 和 组 
态 产 的 态 分 类 问题 。 以 后 介绍 的 许多 矩阵 元 公式 亦 和 本 节 内 容 
有 关 。 


-. 双 张 量 算 符 的 定义 及 对 易 关 系 


1. 定义 . 
(1) ХОК ИЖ  Т ӨЁ(2141)(2441)1:5 Teo 的 集合 ， 
它们 满足 


(5,.Т,69|-лТ8 9 


15,829) = (хєл) +я+1) Т, (537) 


ЇГ, й Т9] = 4 TS 


(1... Т,29|- |а) (к+4+1) Т, 9, 


对 比 式 (4.49), 可 见 它们 是 自 旋 的 X 级 球 张 量 和 轨道 的 人 级 球 张 
量 . 


作为 双 张 量 的 一 种 例子 ,可 定义 如 下 的 直 乘 张 量 
№. = У (09) (5.38) 
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式 中 是 对 电子 求 和 。 而 
Wa 069) (5.39) 


其 中 0 中 的 约 化 元 满足 式 (4.59), 耐 1.* 的 约 化 元 满足 


< 5109015 > = р? 6,,, (5.40) 
在 本 书 所 有 应 用 中 
8-57-1/2 0<Х<25=1800= 0 9 1 (5.41) 
+14 1 
对 自 放 算 符 用 式 (4.52) 并 注意 到 ( 2 -大 
- 1 0 1 6 
易 证 单 电子 自 旋 算 符 的 约 化 元 


<slsols>= = 2 «ан» (542) 


注意 直 乘 张 量 7 了 4 也 是 双 张 量 , 其 中 及 包 如 式 (54) ,而 


一 2 (159), (5.43) 


但 它 和 式 (5.38 ) 的 直 乘 张 量 不 同 。 
(2) 双 张 量 算 符 的 如 下 魏 格 纳 一 一 龙 卡 定理 成 立 


<NSMLMIT En М1 М, > 
5158, kL. 
= Cor А им. м; <nSLIT 9 51/» (544) 
对 单 电子 体系 , 算 符 (5.39 ) 的 约 化 元 
< Пу 015 17 = (Ар) 6..0. (5.45) 
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о 


1 
2 2\1 
用 式 (5.44) 并 注意 ( 1 1 )- 5 ,再 注意 到 式 
2 0 
(5.45 ) 及 (4.59 ) 易 证 单 电子 算 符 wb --060/./2 (5.46) 
故 多 电子 算 符 W809=V /V2 (5.47) 


2. някви, коа Ж 

用 类 似 于 第 一 节 的 方法 ,根据 式 (544) 和 (5.45), 可 以 得 到 
ио 的 对 易 关系 ,再 根据 不 同 电子 算 符 之 间 的 可 对 易 性 , 可 得 到 
有 .oo 所 满足 的 如 下 关系 


[ Wk) „И, 00) = > | трето р 
Хулу 


№ № Xa ке 
"САНААНЫ ГЫ Р 1 | 
3 5 5 ГТ 


х о уук Б Б 
(152111 н вв 
л, л, -л, 4 4-4 
二 、 群 链 U (41+2)>SU G142)>8P G1+2)> SU (2)x К, 


1, 类 似 于 第 一 节 , 可 用 满足 式 (5.48) 的 [21+1) (254-1)) := 
(41-2У7 


,x)= (0,0); (1,1), (1,0), (1,—1) 
24! 0<к<21 | 
-ККакк 


作为 生成 元 ,生成 么 正 群 避 (4 二 2)。 
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从 式 (5.49) 中 除去 WW% ,得 到 子 群 SU (4+2). ЕЖ 
(41+2)? 一 1= (41+3)(41+1) 个 算 符 。 

2. 从 式 ($.49 ) 中 只 挑选 X+K= 奇 的 И 0, НУХ += 奇 
和 7X: 十 六 = 奇 时 , 式 (5.48) 中 的 (К, +, ) 252 а, Аў 
算 符 能 生成 一 个 子 群 , 称 为 群 SP (41+2)。 这 个 群 的 算 符 保 
їе 42015 25(25МА4,М,» =|1*0 0 0 0> 不 变 。 这 是 因为 ， 
这 时 和 矩阵 元 (5.44) 中 5 全 LL'=0 ,因而 3j 符 号 要 求 5=X 及 L=k， 
即 要 求 S+ 工 =X+K= 奇 。 但 泡 里 原理 只 允许 S+L= 1 81 
项 存在 。 对 于 这 种 谱 项 , 式 (5.44) 中 的 3 符号 为 零 , 从 而 群 
SP4I+2) 中 的 一 类 矩阵 元 < PSM М, и, 012000 0> =0, 
8р 120000» 不 会 被 转变 。 

群 SP(41+2) 的 生成 元 的 个 数 为 


21-1 
У, (2Х-1)(2К-1)-12141)(41-3) 
х= 


3. 从 群 SP(41+2) 的 生成 元 中 ,选择 如 下 算 符 的 集合 
WI 和 WE (k=1,3,.…21-1) (5.50) 

则 由 式 (5.48) 看 出 : 

(1) 三 所 的 3 分 量 可 作为 一 个 集合 生成 群 SU (2 )， 

(2) W990 的 各 分 量 作为 集合 生成 前 节 所 述 群 Rs,,, 因为 式 
(5.47) 说 明 下 往外 成 正比 ， 

(3)[ W390 ,W899] = 0, 因 为 A 关系 要 求 X%=Xi+0=Xi+%,， 
к= 0+ к=к, +К,, 从 而 式 (5.48 ) 右 端 两 项 相 消 。 

所 以 ,集合 (5.50) 生 成 的 群 是 SU (2) хК,,,. 

于 是 ,有 群 链 

0(4--2)550(442)55Р(4-2)580(2)ХЁ,. (5.51) 

三 、N 电子 波 函 按 群 链 的 分 类 


(1) 对 电子 交换 反对 称 化 的 波 函 (1 55М,1,М,», Ж 
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U (41+2) 的 不 可 约 表示 


(41 十 2) 个 
Dy=[ 11 3100.0=[111…1] (5.52) 
N 个 N 个 


的 基 矢 ,这 个 不 可 约 表示 的 维度 为 (41+2)1/N1 (41+2 一 N)!。 说 
明 如 下 : 
和. 在 这 个 表示 中 ,各 基 矢 对 应 的 权 矢 是 (41+2) 维 的 , Н 
и(41+2)ж (1+2) И, , В (41+2) 1 Н,. 
МУ Е ,的 本 征 函 数 ,本 征 值 是 此 波 函 中 占 
据 第 i 个 单 电 子 态 Sm,jm,>; 的 电子 数 ,因而 只 能 是 1 或 零 ,这 类 
似 于 式 (5.21 ) 所 示 的 情况 。 因 为 由 式 (5.21 ) 看 出 ,在 N 电子 系 中 ， 


М 
Х,У, (х), 的 作用 是 将 占据 单 电子 态 р> 的 电子 数 投影 出 
і=1 


Ж.Х, Е О (214-1Э89 Н Т. 

C. 式 (5.52) 中 所 示 乃 是 表示 р, 的 最 高 权 矢 , 它 对 应 
(М,-М,) 取 最 大 值 的 那个 波 函 。 在 (4!+2) 个 自 旋 罗 道 被 N 个 
电子 占据 的 情况 下 , 对 电子 交换 完全 反对 称 的 波 函 数目 正 是 这 个 
不 可 约 表 示 Pu 的 维度 。 所 以 , 产 组 态 的 全 部 波 函 数 属于 群 
U (4I+2) 的 一 个 不 可 约 表示 , 即 式 (5.32 ) 中 的 D，. 

D. 车 NW>21I+1, 则 利用 群 U(41+2) 不 可 约 表示 的 等 价 性 


р, == Ра+з-м - (5.53) 
(+2) +2) 
一 一 人 
Вр 11 .100…0] 二 [1 .1000…0 `0] == [11:1] (5.54) 
N 个 601+2-№) А (4-2- амл 


这 最 后 的 表示 是 (4!+2-N)< (21+1) 个 空 穴 组 态 全 部 波 函 所 给 
出 的 表示 。 


= 153 一 


(2) 群 SP(4!+2) 的 不 可 约 表 示 由 满足 下 式 ($5.$6) 的 CI+1) 

个 整数 
(0,, 0,7, 0.1) (5.55) 
描述 ,其 中 020,2: 20,120 (5.56) 


这 是 因为 此 群 的 五 型 生成 元 是 满足 (X+k)= ар И, 1Х 06 
(X,k) 值 是 (两 行 上 下 对 应 为 所 到 的 值 ) 


X=1,0,1,…1 
| (5.57) 
к-0,1,2,--21 
故 共有 (21+1) 个 ， 


(3) 群 U(41+2) 的 不 可 约 表 示 р, 向 群 SP (41+2) 不 可 约 表 
不 分 解 的 分 支 律 可 通过 对 这 两 个 群 的 表示 特征 标的 考虑 而 得 
到 。 结果 可 简单 表述 如 下 : 


CD 个 онот 
11:5. 1 = 0157 710027 0)+ (LE :100-- 0) 十 … 
个 个 (N— нету 


(21+ 1 ) 个 - 
(100--0) (N 为 奇 时 ) 
或 (000…0) (CN 为 偶 时 ) 


(4) 群 SP(14) 不 可 约 表示 向 群 SU (2) x R, 不 可 约 表 示 的 约 
化 分 支 律 列 于 表 5.3 中 。 其 中 群 SU (2 ) x RR, 的 不 可 约 表示 用 +iW 
表示 , W 的 意义 见 式 (5.34)。 QS+1) 是 群 SU (2) 不 可 约 表示 D5 
шинэ 


(5.58) 


А (5.58), 8 53,32 51,6 52, 我们 得 到 按 群 链 
О 61+2)>8Р@1+2)>500 }х,,12500)х6,2500)К, (559) 
А26, 


35.3 8Р(14)- SU(2) x RR, 约 化 分 支 律 


р (6, 6,0) гвчүү 


0 000 

3 ‘11).5Q10) 

4 (Е 11),(211),'(220) 

5 ‘(110),°(211),:(221) 

6 70100), °(210),' (22 1),'(22 2) 
7 50000), *(200),*(220),:(22 2) 


从 群 U (41+2) 开 始 ,不 止 一 条 群 链 可 用 于 110225, АТ 
选择 的 这 一 条 群 链 ,是 和 已 列 出 表格 供 查 索 的 文献 [9] 所 用 的 一 
致 的 。 


ц. АЖК 


1. 高 辈 数 的 定义 

在 式 (5.58 ) 所 示 的 群 U (41+2) 的 以 广 组 态 波 函 为 基 的 不 可 
约 表 示 Dy 向 群 SP (41+2) 的 不 可 约 表示 的 约 化 分 解 中 ,所 用 到 的 
式 (5.55) 的 o,=1 或 零 , 并 且 1 总 排 在 零 前 面 , 如 表 5.3 的 第 二 栏 
所 示 。 因 此 ,这 种 类 型 的 表示 由 数 


Ds У 0, (5.60) 


完全 确定 ,如 表 5.3 所 示 。 
拉 卡 称 v 为 高 辈 数 (seniority number 或 seniority)。 理 由 是 : 
式 (5.58 ) 右 边 各 个 由 vb 所 唯一 确定 的 表示 ,在 NN 不 同 的 1“ 01255) 
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类 中 都 能 出 现 。 当 它 是 该 式 右 端 第 一 项 时 ,> 就 等 于 该 组 态 六 的 
电子 数 N。 换 言 之 , 按 N 由 小 到 大 排列 ,表示 "第 一 次 出 现时 的 
那个 组 态 上 就 是 三 ,以 后 的 172 1755-1637 21ЖОР ЭЭН Ж р. 
对 于 例如 组 态 "来 说 , 它 约 化 中 所 含 的 表示 ov 在 “祖先 "1 的 表 
示 约 化 分 解 中 早已 存在 ;并 且 , 表 示 v 在 向 群 链 SU (2)x RSU 
(2) х@,280(2) x R, 的 不 可 约 表 示 分 解 中 产生 什么 样 的 一 些 谱 
项 +iW 守 +1UtL 已 和 І 六 无 关 , 即 组 态 [,172--. 都 包含 有 这 
同一 组 谱 项 (WSUrtL), 它 们 有 一 个 共同 的 高 辈 数 v. 

2. 高 辈 数 作为 状态 分 类 量子 数 

将 群 U (41+2) 的 不 可 约 表示 D， 约 化 分 解 出 的 群 SU (2) 
х К. 的 不 可 约 表示 记 为 


StiW = 25+1 (у, ууу w,) 


-59(0--2 1 91 0-9 9) 
c 个 ал 


则 可 证 : { о=2с+25 
а= тіп (25 ,21+1— 0) (5.61) 


这 可 以 通过 表 53 直接 验证 。 

式 (5.61) 表 明 :高 辈 数 由 S 和 了 砚 完 全 决定 ; 反 过 来 ,克也 已 
由 SS 和 :完全 确定 ， 所 以 人 W 5) 并 非 3 个 均 独 立 。v 在 计算 中 
更 方便 ,W 的 群 论 性 质 更 清楚 . 

总 结 本 节 所 述 ,f* 组 态 的 状态 可 写 为 


nSMsL Mi>=|f "WESMsLML>=V"oWUTSMLM,> 6.62) 
Вр n=vWeé 和 = От (5.63) 


4 的 状态 则 写 为 


- 156 - 


drySMLM,> -2075М,1.М, > (5.64) 


Вр у= 00 (5.65) 


其 中 产 或 4* 指 明了 它们 属 群 U G41+2) 的 Ds 表示 .用 这 种 方法 所 得 
到 广 组 态 的 态 ( 谱 项 ) 分 类 如 表 5.4, 心 组 态 的 态 分 类 见 表 5.5, 
表 5.4 /" 组 态 谱 项 的 分 类 


аа -- ХЕ! 
1 113117 


21210103/0 
01 


21000300 
01090) (00 


ІРЕСНІКМ 
'SDFGGHIIKLLMNO 
'DGI 

DFGHKL 
'SDGHILN 


027021 
DFGHKL 
'SDGHILN 
Эбі 
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续 表 5.4 


ми [о SL 
51510103| 10ЭЕ 7171020 (201 ‘par 
118027 (011 ‘pFGHKL 
510113|103 Р (22) ‘SDGHILN 
(11 РН 51011103 所 
Орос! (13 ФН 
(21|РЕСНКЇ. (201 рс 
(30 3*РЕСНІКМ (21) DFGHKL 
31(1113| (00355 (30) ‘PFGHIKM 
(10 310113000) 5 
(20:61 (103 2Е 
51021э| 040Х7Р (203 *61 
(11 PH 710222)(003| 5 
(20)2PGT (10) Е 
(21 )рЕСНКІ (203 рс 
(30 ):РЕСНІКМ (303 :PFGHIKM 
(31 РРЕЕВИНКККЇМХО (40) :SDFGGHIIKLLMNO 
310103 GIPH 51021100) 2Е 
(201961 U1l :pH 
(21) РРОНКЇ, (201 2рс1 


0003 10 (21) :DFGHKL 

(30) :PFGHIKM 

(31) :PDFFGHHIIKKLMNO 
31010101) :PH 

(201 361 

01) ‘DFGHKL 
11200] (10) 2Е 


文献 [9] 中 的 表格 就 是 采用 了 这 种 符号 。 对 fy 写 为 
ЕМ: (25+1) 1100 От (5.66) 


ЖФ (5, 1) НАФ 5, 1253 АЖШВ: 
对 d* 则 写 为 : 
РМ: (25-1) Li vw (5.67) 
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855 中 组 态 的 谱 项 分 类 


2SDFGT 
%РрЕСН 
гр 


ЭРРЕСН 


第 四 节 亲 态 比 系数 


前 几 节 用 拉 卡 群 链 的 不 可 约 表 示 来 标志 分 类 广 组 态 的 状态 ， 
本 节 和 下 节 分 别 讨论 利用 这 个 群 链 去 帮助 结构 这 些 状态 和 简化 
这 些 态 间 的 矩阵 元 计算 。 


一 . 态 函 数 的 亲缘 式 展开 


1. 态 函 展开 

因为 疡 的 每 一 个 行列 式 波 函 都 是 一 些 项 之 和 , 而 其 中 每 项 都 
包含 第 N ЛЮ ХАЕС (51 т, т), 1 А — 
子 交 换 完全 反对 称 化 的 波 函 |I"ySMsLM, >, ЕТ У 318: На 89 
线性 和 , 必 可 展开 为 


~ 159 ~— 


[NISMSsLM, > 一 2 ПАМ, М, > |т, т> к 
fw 


«ГЭ АМ, LM ;sm ml "nSM LM,> (5.68) 


式 中 求 和 对 
О= 75 М, М, (5.69) 
о = т, т (5.70) 
进行 , 令  0-:5М,1М, (5.71) 
则 式 (5.68) 简写 为 
|0»4-7,(0»,| юэу«дго|0» (5.72) 
а.о 


ж Е [о> |0>, РИМИ а. ТЕЕ 
«0:о|0»- 并 不 简单 地 是 角 动量 耦合 系数 之 类 的 系数 ( 详 兄 后 
述 )。 从 群 论 角度 看 , < iolQ> 是 群 U (41+2) 的 不 可 约 表示 
D\ ,和 了, 直 乘 约 化 分 解 出 不 可 约 表 示 р, 时 基 矢 的 直 乘 约 化 系 
数 。 

式 (5.72) 中 有 贡献 的 (0» УО > 的 “母体 ”(parents ) 态 
函 ,|Q>, ШЕ [о> 的 “后 代 ”(daughter ) 态 函 , 因 而 此 式 是 一 种 
жил. 

2. 态 间 和 矩阵 元 

式 (5.72 ) 使 态 间 和 矩阵 元 计算 主要 化 为 系数 «0:010» 的 计 
8. 

(1) 单 电子 型 算 符 
F=Y (5.73) 
i=1 


由 于 电子 的 等 价 性 
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4«0|э О”»,Ё4Хдк0|/,0 >, 
=N У <0106; о> 01075, «о|/(Ф/» «07,о10 » 
0'Поо’ 
=N У <0|6;о> «о|/,/| Оо» < О;о Ло (5.74) 
Ооо’ 
即 除了 <5;w 和 0 ж <010; о> 之 外 , 变 成 简单 的 单 电子 算 
符 <о| о “> 的 计算 。 
由 于 第 二 章 第 六 节 所 述 关于 不 可 约 表 示 Dw, D、_1 和 Di 各 有 
一 个 相 因 子 可 以 选择 ,所 以 为 了 方便 现 已 经 将 展开 系数 选 成 了 实 
03 


«0:0|0--«0|(0:0» (5.75) 
(2) 双 电 子 型 算 符 
с= У, gy (5.76) 


25) 
也 可 将 态 函 数 作 *“ 祖 父 ” 和 “儿孙 "的 亲缘 式 展开 来 计算 它 的 
矩阵 元 ,但 实际 上 采用 了 另 一 种 方法 。 
因为 在 式 (3$.76) 的 NON-1)/2 项 中 ,有 (N-1)(N-2)/2 项 
不 包括 第 六 个 电子 , 故 


Мо 
«<91010 > AL gl > 5 
E&Y) 


从 而 在 上 式 中 代入 式 (5.72 ) 后 得 到 


<QGN SN 227 <06 о> к 80, 0 Э,«0 оО > (577) 


өм ) 


于 是 ,可 利用 式 (5.74) 中 已 涉及 的 系数 ,从 两 电子 系 的 G 矩阵 元 开 
始 ,逐渐 增加 电子 个 数 N 而 算出 相应 АЖИ ОСО 人 > ,避免 
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了 计算 另 一 种 亲缘 式 展 开 系数 。 
因此 ,所 有 问题 化 为 系数 < 人 ;wiQ> 的 计算 。 


=. 系数 <Q;w|Q> 的 因子 化 和 亲 态 比 系数 定义 


1. 为 了 计算 基 的 直 乘 约 化 系数 <; w|Q> ,我 们 不 加 证 明 地 
引用 拉 卡 的 一 个 定理 : 
令 4 代表 群 G 的 不 可 约 表示 , B 代表 群 G 的 子 群 Н. 的 不 可 
约 表示 ,b 为 表示 В 的 一 个 特殊 基 函 ( 即 表示 B 的 某 个 基 矢 )。 
设 人 1) 群 G 每 个 4 的 基 函 直接 而 不 是 通过 其 线性 组 合作 为 4 
所 分 解 成 的 各 B、B“… 的 基 函 ,因而 可 用 46Bb 代表 4 的 一 个 特 
珠 基 一 。 其 中 8 是 当 在 4 的 分 解 中 存在 两 个 或 多 个 B 时 区 分 这 
些 B 的 符号 。 
(2) Ж 4,Xx 4, 的 分 解 中 ,4 出 现 不 多 于 1 次. 
在 BX 8B, 的 分 解 中 ,B 出现 不 多 于 І. 


则 <4, В. В, Ь,;А, В, В,ЪАВВЬ> 


= <В;,Ь,;В,Ь1ВЬ>< А,В, В,+А,В,В1АВВ> 678) 


上 式 左 端 和 右 端 第 一 个 因子 分 别 是 群 G 和 其 子 群 太 中 基 的 直 乘 
约 化 系数 , 右 端 第 二 个 因子 则 独立 于 bi , b, 和 b, 其 中 “+” 代 表 直 乘 ， 
我 们 看 到 , 魏 一 艾 定 理 (4.52) 实 际 上 是 此 定理 用 于 矩阵 元 计 
算 的 一 个 特例 。 式 (5.78 ) 称 为 广义 魏 一 艾 定 理 。. 
2. 据 式 (5.78 ) 和 表 式 (5.62), 展开 系数 «0:010 > 可 写成 


<QiolQ> = <M И, зт, то WESM М, > 
= <5М,әт5М;><ГМ,тһјМ, > < 19-Е) 51, > 
= <5М т, |5М,> <ГЕМ тім, > < + ЦИ > 


РЙ + и (5.79) 
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式 中 定义 的 亲 态 比 系数 (coefficient of fractional parentage, 简写 
为 cfp) 


БЧ Цаг 2114-1311 21/24Ч195 
=<WEL+IWEL> «12117175 Цо WS> (5.80) 


上 式 右 端 第 2 个 因子 对 应 群 链 U (41+2) 28Р (4+2) > 
SUC)x Ra ,第 1 个 因子 对 应 群 链 RD Со К. Н а“, 
没有 群 G,, 也 没有 它 的 不 可 约 表 示 符 号 上 = (Ut)。 由 前 节 四 所 
述 ,上 式 的 因子 中 同时 存在 " 和 И 时 可 略 去 一 个 ， 

将 式 (5.79) 代 入 式 (5.68) 中 ,并 和 下 式 的 未 反对 称 波 函 


[nSMSLM, >w= 2187 FSMLM, >т,т> к 
йн 


<SM,smlSMs><LMImlLM,> (581) 


比较 ,不 难看 出 式 (5.68 ) 就 是 将 式 (5.80 ) 的 cfp 乘 上 式 (5.81) +5 
成 对 5L 的 求 和 ,这 是 为 了 在 将 第 N 个 电子 加 到 ЕВ, 
对 仅 进行 了 角 动 量 耦 合 的 1* 波 函 完 成 对 N 电子 交换 的 完全 反对 
称 化 。 这 和 行列 式 型 波 函 不 同 ,后 者 是 先 构成 反对 称 化 的 (Ms 和 
Mr 确定 的 ) 各 行列 式 ,再 线性 组 合 这 些 行列 式 以 得 到 总 角 动 量 5 
和 工 的 共同 本 征 态 . 

例如 ,3 个 等 价 p 电 子 的 属于 谱 项 2D 的 下 述 定 态 就 为 两 项 未 
反对 称 化 的 波 函 分 别 乘 以 ( 值 为 土 7V2 的 )cfp 之 和 : 


ip 和 二 0x= 7—11 ЄР)? 5 0>ъ,71Р (р)? 1-0] 
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这 里 |P?GP )P?D - 0», 
2134 1, 1- 2 з - 4 арүүын- 
=. | 3 Я! “ЇРПэЭ/4 РР10>407+, / 6 ВРП 
- 1 1 3 T+ 2 3 + 1 зрат 二 
Ет [ РЯ РР01>,1*+ Ey РР 00>,0* + 6 ГРОТ-»11 


р? (р )р?р 20> 


= 4 рО1»,17-1р01»17| 


其 中 : 例如 下 表示 第 3 个 电子 的 m= 一 1 т, = 3 的 态 ,而 


FPMsMi>4 和 LDMsM,>4 则 是 组 态 忆 的 分 别 属于 谱 项 p 和 'D 
的 定 态 。 它 们 在 Slater 方法 中 被 写成 2x2 的 行列 式 的 线性 组 
合 。 若 以 Slater 型 波 函 代入, 则 1p;?D 4-0», 最 终 可 化 成 3x3 


的 行列 式 的 线性 组 合 。 可 是 ,在 拉 卡 方法 中 ,如 后 节 所 述 ,各 种 多 
电子 态 间 的 矩阵 元 已 表 为 张 量 算 符 公 式 ,而 在 所 涉 约 化 元 的 计算 
中 已 用 过 式 ($.72) 和 ($.79) 中 的 cfp 等 ,所 以 通常 并 不 再 涉及 波 
函数 (5.72) 的 具体 结构 。 我 们 看 到 , 正 是 由 于 反对 称 化 和 角 动 量 
糊 合 双重 要 求 , 这 种 波 函 结构 比较 复杂 . 


=. 亲 态 比 系数 的 因子 化 和 计算 


(1) 为 了 计算 式 ($.80) 的 cfp ,对 六 组 态 ,可 将 其 右 端 第 1 个 
因子 再 分 解 为 两 个 因子 
<WEL+IWEL> = < О + О > <WU+I| WU> (5.82) 
于 是 ,对 .fx , 式 (5.80) 被 进一步 因子 化 并 可 简写 为 
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< л 0т51ЦДН"ыИ/ 17151.» 


=<UTL+HUtL><WmU+tIWU> < pS+H| osS> (5.83) 


(2) 这 些 cfp 并 不 容易 计算 中 ,但 计算 一 次 后 就 可 一 劳 永 逸 。 
Ну р, ,f* 的 cfp 现 已 被 完全 算出 并 列表 [9] ,我 们 只 极 简单 
地 提 一 下 计算 的 原则 . 

计算 中 ,首先 要 计 入 式 (5.72) 中 的 态 19>4 对 N 电子 交换 反 
对 称 化 条 件 . 其 次 ,这 些 态 的 正 交 归 一 性 所 导致 的 条 件 


У «О0|(0:ю» «0:010 = ба 
По 


也 要 广泛 利用 , 并 化 为 cfp 满足 的 方程 


У, «19514 үү 8» 1052" 5 1./»--6, ӧд. (5.84) 
ЗГ 
再 化 成 式 (5.83 ) 右 端 3 个 因子 满足 的 方程 。 
在 系数 <P-17FS+DI)oSs> 的 计算 中 ,因为 第 N 个 电子 波 函 
是 群 SU Q2) 的 р жм 5Р(4--2)8) (100::0) к, 


所 以 ,对 于 给 定 的 (08), 只 有 5=5+ 4 Я)9-0518 41 БЖ 


数 。 因 而 ,可 通过 计算 其 本 征 值 已 知 的 一 些 算 符 的 矩阵 元 而 获得 
包括 сір (5.80) 的 方程 为 了 避免 计算 式 (5.80) 中 的 
«УГ », 可 选择 其 本 征 值 不 依 束 于 工 的 算 符 , 例如 
也 SS 。 所 得 结果 可 表 为 其 自 变量 的 代数 函数 . 


” 起 (5.82 ) 中 的 两 个 因子 的 计算 则 很 不 相同 , 一 般 是 从 低 维 表 
示 开 始 进行 链 计算 。 例 如 -0Тт1-1(01:1- 的 计算 是 从 最 低 
维 的 也 表示 开始 ,并 将 群 G, 的 生成 元 V6 分 成 作用 于 母体 和 内 
加 电子 的 两 部 份 分 别 作用 ,还 用 到 算 符 平移 技术 。 计 算 过 程 难以 
统一 方式 描述 ,结果 也 难以 表达 为 代数 函数 , 

最 后 , 我 们 指出 ,和 省 共 孝 的 组 态 1412-* 的 cfp 可 用 1nri 的 
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cfp 表 为 
< [4+1-961|)172-7381, > 
- Өүртгэзэх-гад аана й «І 


(41-2-МЭ11418| 
(5.85) 


式 中 上 = 1- 加 (N=21 时 ) 或 1 (其 它 ). 
这 个 起子 减少 了 需 计算 的 cfp ,并 在 查 表 时 要 用 到 。 


第 五 节 ，” 产 组 态 原子 的 约 化 矩阵 元 


将 上 节 求 出 的 cfp 代入 式 (5.79) 中 ,完成 式 (5.74) 或 (5.77) 对 
(О, о,о /的 求 和 就 可 以 求 得 多 电子 原子 算 符 的 矩阵 元 。 由 于 
这 些 算 符 又 是 某 些 拉 卡 群 的 广义 张 量 ,利用 这 种 性 质 和 广义 魏 格 
纳 一 艾 卡 定理 , 常 可 大 大 减少 计算 工作 量 。 本 节 简 述 这 种 性 质 及 
利用 这 些 性 质 计算 出 的 结果 的 表述 形式 。 


一 .单位 张 量 型 算 符 V% 的 约 化 元 


1. 约 化 元 公式 

这 里 的 算 符 定义 如 式 (5.4) 
令 0= WESL = №0151. (5.86) 
则 сёр (5.83 ) 可 简写 为 [ 注意 (vWS) 中 的 055 И/ 1422: | 


«0| 0» = «ЕЗИ ESL> (587) 
18:53 (5.87) АЛ (5.79), ВИХАЖ (574) 85: 
«0УуР0»--М) <SMsmlSMs><LMImILM,><0{)0> 
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<SMssm,lS Ms><LMIm{LM > <0}0S + < то, т> 


上 式 中 单 电子 矩阵 元 可 利用 式 (4.352) 和 (4.59) 算 出 。 再 根据 式 
(3.114) 9 8 С-0 系数 化 成 3j 符号 ,并 用 式 (3.121) 和 (3.130) 完 
成 求 和 , 得到: 


«Ор ь-«ГРУ МДМЦУӨРҮ E'S ML М> 


一 - Lk 1. 
=NY <000> <9)0 (ил Катя г. | 
ө 


1 天 1.4 
.Gos dun.(—1 ч | (588) 
-М, 4 Mi 
再 利用 魏 格 纳 一 艾 卡 定理 (4.52), 就 得 到 约 化 元 


<IWUzTSLIV ONANW О 551.» 
= 一 _ 1. КГ 
=N6ss 1116 199) х6(0»-20|0 > 1) на? Г | (5.89 ) 
8 


它 主要 是 cfp 和 如 符号 的 乘积 对 5 的 求 和 ,这 个 求 和 比较 麻烦 。 
易 见 它 满足 
<nsSLIVOiy 51,» 
= (-1) «5712! 9|н5ї» (5.90) 
还 可 证 
<nsL [И (41+2 МЭЇц5 2'> 
= – (-1 <и М) 195 1 (591) 
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2. 约 化 元 计算 及 结果 

计算 中 可 利用 算 符 在 拉 卡 群 中 的 变换 性 。 例 如 ,可 证 [V%， 
Ире ЕС, ЖЯ т О" = (20) 的 基 ,f7 ,75 为 
U” = (11)、.V8 为 U0”= (10) 的 基 , 从 而 根据 由 广义 魏 格 纳 一 艾 卡 
定理 (5.78 ) 所 析出 的 对 应 群 链 С,> К, 的 因子 可 证 约 化 元 (S.89 ) 正 
比 于 


ECDL 14-07 у> 


Ч НД ЖУ Н ХА Ї,К.1 的 依赖 关系 , 比例 因子 可 通过 运用 式 
(5.89) 一 次 而 得 到 。 例 如 , 当 上 = 2 ,4,6 时 可 得 到 关系 


«/"(210)(21)1.,Р91/5011) 00УР» 
-0-1У “Ч: 72 (2у77« (20)k+ (10ЭЕ|(2191» (5.92) 


式 中 也 =2,3,4,5,7,8 (参看 表 52), 318 个 约 化 元 。 所 以 利用 
cfp 计算 中 得 到 的 系数 < (20)k+ (10JFI(21) 工 > ,只 用 了 式 (5.89) 
一 次 ,就 可 以 算出 18 个 约 化 元 。 此 外 ,还 可 利用 式 (592) 的 左 端 
正比 于 


< 请 C10) 01У14991/7 000) 1082» 


的 关系 (比例 系数 不 依赖 kk 和 工 值 ), 将 它 和 ;的 约 化 元 联系 起 来 ， 
等 等 . 


文献 [四 已 列 出 了 р“, 4“, 7" Кк-2,3,4,5,610 0% = 


VY 2К-1 的 约 化 元 ， 此 外 ,可 证 : 


12 
«1чц 8109) 5 1,» Д азр) (5.93) 
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12 
«11011 信和 > =6 ,6856LLN ( та | (5.94) 


U% 约 化 元 的 这 些 公 式 在 例如 晶 场 光谱 拟 合 分 析 中 很 有 用 ， 
见 式 (7.23) 和 (7.81 ) 。 

我 们 看 到 ,用 拉 卡 方法 算 矩 阵 元 时 , 确实 并 不 涉及 波 函 数 的 显 
式 表 达 , 主要 是 用 魏 一 艾 定 理 和 查 约 化 元 表 。 要 用 波 函 数 的 详细 
形式 时 ,可 利用 cfp 表 及 C 一 G 系数 从 的 波 函 逐次 推 到 六 的 波 
В. 


二 . Ж уои 


1, 约 化 元 公式 
类 似 地 ,可 得 直 乘 张 量 (5.38 ) 的 约 化 元 


«ЕБІ ПИО у Е Т, /> 
-М11511115 1001081027 2002 <6)0 ~ 
8 
й - 8 x 57 (1. kL’ 
1н к А | Ш | | - | (5.95) 
5 5 58 ГІП 


这 里 也 涉及 对 8 的 求 和 ,类 似 于 (5.89)。 它 满足 


-ь 


< 5 1 ГАШШГТУЙЛ 
= (1) 7095 бИ 00155 17 
< 951.107 9 (4+2 №) 19 ST > 


-(0-1Уснц61.1 999 (М)Їн 51,» 
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2. 约 化 元 计算 和 结果 

可 证 :类 似 于 式 (4.48) 和 式 (4.51) 的 关系 , 当 x,+k= 奇 时 ， 
ИУ лп, > 和 对 易 式 (5.48) 完 全 类 似 。 换 言 之 ,在 生成 元 
+= 奇 的 И 0 Р (41+2), Ra 和 G, 中 , 算 符 
УТО 8 12 оК, о> 8] Е ИТЕЛ Е, 借助 于 对 1? 
波 函 所 属 表示 的 分 析 等 ,可 证 下 述 对 简化 矩阵 元 计算 有 用 的 性 质 : 
(1) 在 群 SP (4 十 2) 中 : 

X+K= 个 的 21 (41+3) 个 丈 ,% 属 一 个 不 可 约 表示 (110…0)， 
有 如 表 5.3 中 v=2 6. . 

Х+К = 9 (1+1) (41+3) 个 И, 0 (20-0) 属 这 个 表示 
的 波 函 被 泡 里 原理 所 排除 ] 。 
(2 ) 在 群 Ry 中 :对 于 给 定 的 (x,x),k= 偶 的 1(C21+3) 个 WW,49 属 
(20…0);k= 奇 的 1(21+3) 个 W580 属 (110…0)。 
(3) 在 群 G; 中 : 对 于 给 定 的 (x, л), 27 个 k=2,4,6 的 И, 00 
(20); 14 к= 1,5 #7 И, 0 (1 1);7 个 k=3 的 УУ“ (10). 

КУК, 638 8.5 (5.47) 9-5 ИЕ С, 群 中 对 称 性 
的 应 用 ,不 再 装 述 。 

文献 [91 已 列 出 了 为 计算 旋 轨 耦合 能 于 (5,: 1) 68148113) 
р‘, а, И = Чуз 的 约 化 元 。 

=. 库仑 作用 双 粒 子 型 算 符 的 约 化 元 

在 第 六 节 要 讲 到 ,f* 原子 中 N 个 了 电子 的 库仑 作用 能 可 表 为 : 

Н,= Ў [78,009 . Do ) 十 84Е, (22 . 0,0) 

і>ј 


+154Е, (0,0 + 00) +924Е, (0,0 v0)] (5.96) 


式 中 F, (k=0 ,2,4,6) 是 涉及 一 对 电子 的 径 向 积分 , 它 和 Slater 积 
分 F “的 关系 如 下 : 
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1  、， 
р2 
3х5 ) 


2р4 
Ын (3 УЕ 
5 


Р. (рх з 


})? Е 
其 中 


Fe = ын К, (1, УВ,,, (7,2 аға, 


式 中 К, (к) АН РЕЈ Й, р, 和 -< 分 别 是 л 


和 小 者 。 对 了 电子 ,1=3。 
式 (5.96) 中 的 (9 。 


(597) 


(5.98) 


和 中 的 大 者 


59 ) 是 群 R, 不 可 约 表示 的 基 , 但 在 拉 卡 


群 链 中 并 没有 简单 的 变换 性 。 拉 卡 根据 群 表示 论 通 过 线性 变换 


把 上 式 写 成 : 
Н,е,Е?--ейф!-е,Е!-е,Е! (5.99) 
其 中 eo=72 v0 ev 
ї») 
对 应 (000)(00)0 
е9 690,9) 06,000) 6.0002 0, 0.0.0 
i>j 
对 应 (0 0 0)(00)0 
е,= У, [286 (0,20 ,2))~260 6,9» 0,6)+70 (0,6 2,6] 
i>j 
对 应 (400) (40)0 (5.100) 


= У [22 6,2: 0,0))8 6,60. DO0) 一 14 (019. 000) 


р») 


对 应 (2 20)(2 2)0 
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817) 5| 588 К.2 G,> RR 的 不 可 约 表示 WUL= (юу, ул) (Ww)L 
的 基 矢 。 它 们 的 和 矩阵 元 可 以 利用 群 论 性 质 而 算出 。 式 (5.99 ) 中 的 
拉 卡 参量 不 难以 Fl 表 为 


Е?-Е,-10Е,-33Е,-286Е, 


= (70F,+ 231Е,+ 2002Е,)/9 
(5.101) 
Е2= (Е,-ЗЕ,+7Е,)[9 
E’= (SF,+ 6F,— 91Е,)/3 


文献 [9] 已 经 列 出 了 广 组 态 中 , 式 (3.99) 的 Ho 在 以 (WUzxSL ) 
标志 的 各 谱 项 间 的 非 0 矩阵 元 ", 并 表 为 拉 卡 参量 (5.101 ) 的 线性 
组 合 形式 。 但 文献 中 则 常用 Slater 积分 改作 为 能 量 参数 ,所 以 变 
换 式 (5.101) 和 (5.97) 是 有 用 的 。 

ХР ра, КЪВ 日。 也 有 类 于 (5.96) 的 表 式 ,但 а 
9 к= 6 ВЈ, ру Эс к= 4,6 的 项 , 因 它 们 的 矩阵 元 不 满足 A 关 
系 而 为 零 。 有 贡献 的 项 也 表 为 已, 乘 以 对 应 算 符 的 线性 组 合 ,但 组 
合 系数 和 式 (5.96 ) 不 同 ,F 和 F* 的 关系 也 不 同 : 

对 于 必 : Fo=F? 


= (本 (502) 


Е,= ( 


1 
5х7 Ft 

Рр“; Е,= Е° 

1 (5.103) 
=(— )? Е? 


1) 注意 到 Н, К, ФАК НЯ АЭ, НЕ Ет УКЕН 
S、M,、 上 和 M, 时 才 不 为 0 , 且 和 М,. М, 值 无 关 ， 
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文献 [9] 也 给 出 了 及 ,在 六 和 d* 组 态 内 各 谱 项 间 的 非 0 矩阵 元 ， 
并 表 为 slater 积分 F* 的 线性 组 合 形式 。 但 文献 中 对 4" 则 常用 如 
下 的 拉 卡 参量 4 ,B 和 C 作为 能 量 参 量 : 


A=F,— 49Е, 
B= F,— 5F, (5104) 
C= 35F, 

所 以 变换 式 (5.102) 和 (5.104) 等 也 是 有 用 的 。 


38740 ”多 电子 原子 能 级 的 光谱 拟 合 


本 节 讨论 多 电子 原子 侈 子 ) 的 各 种 相互 能 及 其 矩阵 元 公式 ,以 
及 利用 这 些 公式 和 约 化 元 表格 ,对 六 和 4 原子 光谱 进行 的 能 级 
拟 合 。 最 后 讨论 外 磁场 中 原子 能 级 塞 曼 (Zeeman ) 分裂 能 的 计算 
АЖ. 

在 原子 的 中 心 场 近似 方法 中 ,首先 将 核 和 内 部 满 克 层 电子 合 
起 来 作为 原子 实 ,从 而 集中 研究 未 满 过 层 电 子 体系 的 能 基 ， 内 过 
层 电 子 体系 自身 的 能 量 在 所 讨论 的 光谱 问题 中 是 “冻结 "的 常数 ; 
至 于 它们 (与 核 一 起 ) 和 每 个 价 电子 的 相互 作用 , 因原 子 实 是 球 对 
称 的 核 满 壳 层 ,在 暂 不 计 自 旋 -ЭЛН АН у а а 
的 空间 取向 、 自 施 取 向 均 无 关 [ 只 和 价 电子 的 tl!) 有关]。 从 而 ， 
这 种 作用 能 被 吸收 到 价 电子 的 能 量 sy 中 。 所 以 我 们 可 以 只 研究 
价 电子 体系 、 并 认为 每 个 价 电子 都 在 原子 实 产生 的 中 心 场 中 运动 ， 
这 个 场 使 每 个 价 电子 具有 确定 的 量子 数 (nl mi зт.) Же. 

在 广 组 态 内 的 光路 迁 ( 一 1 ) 前 后 , 价 电子 体系 的 零 级 能 量 
Ў (GD) 是 不 变 的 。 故 厌 子 实 和 价 电子 的 这 种 相互 作用 能 在 光谱 
中 观察 不 到 ,只 观测 到 * 组 态 内 由 于 N 个 价 电子 间 库 仑 作用 和 М 
电子 系 的 旋 一 轨 看 合 能 所 导致 的 能 级 分 昼 ; 在 组 态 间 的 光路 迁 ， 
ВАД е == 1-1 (88 1-6 1 的 联 迁 中 ,光子 能 量 主要 由 一 6)、 
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其 次 由 六 个 价 电子 间作 用 等 所 决定 。 其 中 (6,, 一 5 ) 作 为 参量 
可 拟 合 或 计算 得 到 ;在 初 态 中 N 个 价 电子 是 等 价 电子 ,而 在 末 态 
(871 ЭЭР, (CN 一 1) 个 电子 则 是 同一 次 壳 层 的 等 价 电子 ,其 间作 
用 (使 组 态 天 ”分 裂 为 光谱 项 ) 一 般 比 1 和 1 包子 的 作用 重要 ， 所 
以 ,等 价 电子 组 态 人 或 广 ) 内 各 光谱 项 末 岂 (或 多 重 态 0) 
及 其 相对 能 量 的 研究 具有 基本 的 意义 。 本 节 即 集中 于 此 。 有 了 
хи. ВВ ЛАНКА Е, ИЛЕМ ЮЕ х 
(7 的 态 和 研究 其 项 能 等 等 了 . 
下 面 我 们 首先 研究 产 体系 的 各 种 能 量 。 


一 . 库仑 作用 能 Н, 
N 个 价 电 之 间 的 库仑 作用 
Н,= Уе, (5.105) 
24 


通常 被 视 为 N 个 电子 间 最 重要 的 作用 ( 它 使 N 电子 系 的 能 量 依 
赖 于 此 体系 的 总 轨道 角 动 量 L? 并 通过 泡 里 原理 一 波 函 反对 称 化 
而 也 依赖 于 总 自 旋 角 动量 S?), 然 后 再 考虑 别 的 作用 , 即 采用 LS 
耦合 表象 


5 т (+r 27; њсоѕ о) 7"? 
: r 
= 01 (5 ) 2-20-65 0) сово, ] 177 
了 > 8 ) 


фо, 是 疡 和 也 间 夹 角 ， 
利用 公式 (145-2тсо80)772-Улр, Со8 о) 
k=0 


4 、 

及 Р, боѕо) = Xt (0., 0 Yr (0, 0,) 

-3(-18С 00)С ()-С/9.С/ 
с 
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故 式 (5.105 ) 成 为 


Нү-е! У У 344. (с, 0). с/9) (5.106) 
i< К 24 
式 中 cc 的 定义 如 式 (4.64)。 对 上 的 求 和 本 涉及 无 穷 项 ,但 当 H。 
在 ,让 电子 组 态 内 求 和 矩阵 元 时 ,为 奇 及 上 >21 的 项 因 分 别 不 满足 
字 称 及 A(l ,k,l ) 关 系 而 没有 贡献 ,因此 1=3 时 , 仅 上 k=0,2,4,6 
的 项 有 贡献 
ЊН ж (4.63) Ж (4.59)ж: 


1 К1 
< Це 11 = 0А Ы )ниьч 1> 
0 0 0 


再 注意 到 :用 式 (4.72) 计 算 己 体系 态 中 cc 的 矩阵 元 时 涉及 
< Пс, 10 < 下 co 可 将 (5$.106) 中 的 标 积 改 写 


1 к 1ү 
се оме аша (отцю 
ооо 


以 1=3 代 入 上 式 ,再 注意 到 式 (5.98) 和 (5.97), 即 可 将 式 ($.106) 
改写 成 式 (5.96)。 对 p* 和 d* 可 仿 此 处 理 。 

据 前 节 所 述 ,可 直接 由 文献 [9] 查 得 Н, ТЕ!" 各 谱 项 间 的 矩阵 
元 , 表 为 径 向 积分 E'(1=3) 或 F*(1=1,2) 的 线性 组 合 ,也 可 转换 
为 F'(1=3) 或 4,B,C (1=2) 的 线性 组 合 。 注 意 ,由 于 是 等 价 电 
РЕЗ, 通常 的 交换 作用 参量 G* 和 库仑 作用 参量 F* 相 等 ,两 种 能 
量 已 并 在 一 起 , 自然 地 包括 在 上 述 由 反对 称 态 Q > НЯ 
Елф. 

Н, 的 矩阵 元 选择 定 则 为 АЅ= ДІ = 0 (及 АМ,= АМ, =0), 
已 为 前 述 。 这 是 因为 N 个 价 电子 作为 一 个 体系 运动 在 中 心 场 中 ， 
H。 是 这 个 体系 的 内 作用 。 
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=. 旋 轨 耦合 能 Hs 


Н,-У6,008 1 (5.107) 
Ш е 1 v0) 
其 中 = 5з р 


式 中 V(r ) 是 电子 在 其 中 运动 的 中 心 场 势 ,m 和 c 分 别 为 电子 质量 
及 光速 。 
若 『C ) 采 用 库仑 势 Ze/r 近似 , 则 旋 轨 斐 合 常数 


上 = ШИ »22-221В, (0) (Е), (ға 


ер 2,4 
一 -一 一 一 -一 上 一 一 一 一 一 
mea 本 (+ 才 )G+1) 


式 中 а,ЖЛ Л те", К, (6 ) 265508. ДЭЛЭН 
不 完善 和 钢 系 收缩 ( 见 第 七 章 第 六 节 ), 稀 土 (4f )* 离子 的 Z, 比 
较 大 ,5 y 常 大 于 2x 10icm-1, 约 比 (3d)* 离子 的 “<:, 大 近 一 个 量 
级 ,几乎 和 及。 同样 重要 。 

由 于 式 (5.42) 及 (4.62), 从 约 化 元 关系 看 有 : 


yo -| раа |“ Удай (5.108) 


Н, 的 矩阵 元 可 用 式 {4.72 ) 计 算 为 
<IMSLJMIH, | 851,/17М »: 
= У <195127м(5, 109 5 мъ 
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ГА 4 


= иб мын (1 лаа | У, «1)8|5 78 ‘> 


Е 5 1 і" 


• ТД 


8"ВЬ"/1110441)01141) 102 
[А 1 2:3 


• «ІІ М ЧОМ 75 1,2» (5.109) 
жр <и ОЮ 5 1, 7- 
= У «уЗ 5 > Гр 591) 1.7» 
ИГ 


= МУ «Ми8|: 9 78 > «4 Lo oy > (5410) 
н 
可 证 这 里 的 约 化 元 就 是 X=k=1 时 式 (5.95) 的 约 化 元 ,并 等 于 
МГ "的 约 化 元 ,而 V 中 的 约 化 元 可 从 文献 [19] 中 查 到 ， 
由 式 (5.109) 及 (5.110) 看 出 ,H, 矩阵 元 的 选择 定 则 是 


А/-АМ-0 (5.111) 
AS ,AL=0,+1 (5.112) 


理由 是 :全 作为 一 阶 球 张 量 和 含 满足 式 (4.51 ) 的 对 易 关系 , 且 8 不 
是 全 的 本 征 值 因而 不 满足 式 (4.57). 个 和 外 的 关系 亦 然 , 故 有 式 
(5112): 25 (4.69),5, .1= 一 V3 [so71o]1o0 作 为 零 级 混 
ВЕЗЕ ЯЛ 满足 式 (4.51), ЖЖ (5.111). 
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三 .组 态 相 互 作用 吓 : 

价 电子 间作 用 瓦 。 的 存在 及 价 电子 对 原子 实 的 穿 透 等 , 使 每 
个 价 电子 都 并 不 真 在 一 个 中 心 场 中 运动 ,从 而 价 电子 系 的 态 应 按 
所 有 原 ( 离 ) 子 组 态 构成 的 完全 系 展 开 。 为 计 人 这 种 效应 ,通常 要 
考虑 最 重要 的 作用 五 。 导 致 的 组 态 混合 修正 。 即 对 于 
«ГЧИНДГЭф > 加 上 修正 项 : 


ср) = -Ү Sg.> тунду “> 


= Уру, (09 090) 会 (5113) 
k i<j 
其 中 :|m,> 是 微 扰 组 态 的 态 ,已 是 该 微 扰 组 态 和 组 态 * 的 能 量 差 ; 
及 包括 径 向 积分 参量 和 能 差 等 ,后 一 式 是 通过 复杂 的 张 量 算 符 
方法 由 前 一 式 导 出 的 ， 

可 以 看 出 , 式 (5.113) 中 大 为 偶 的 项 和 式 (5.106) 中 Н, 的 矩阵 
元 有 类 同形 式 。 当 Fr 入 都 作为 参量 时 ,它们 会 合并 在 一 起 , 即 
这 些 组 态 修正 已 被 自然 包括 ;可 以 证 明 , 式 (5.113) 中 上 为 奇 的 项 
的 和 可 改写 成 能 量 矩 阵 的 如 下 附加 对 角 元 


Hi=6,v {aL (L+1)+86(6,) +7С(К,)] (5.114) 


АН G(G,) 和 G(R; ) 分 别 为 群 G, 和 RR, 的 卡 赛 米 尔 算 子 在 所 
属 表 示 中 的 本 征 值 ,如 表 5.1 和 表 5.2 所 示 ;x .Ё.у 亦 被 处 理 为 反 
映 组 态 混 合作 用 的 参量 。 大 , 必 离 子 只 有 上 式 第 一 项 的 修正 ， 
除 此 而 外 , 广 离子 的 部 分 组 态 作用 还 等 效 于 三 体 作 用 ,其 
ЖНТ (-2,3,4,6,7,8)3 5. 
四 , 其 它 磁 相互 作用 吧 


由 多 电子 体系 的 相对 论 性 理论 可 导出 除 豆 , 以 外 的 其 它 精 细 
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的 磁 作 用 . 

1. 928- 轨道 作用 

参量 是 Marvin 径 向 积分 M?,M2.M4+。 可 化 成 式 (5.114) 形 
式 , 等 效 于 修正 wx ,5 ,?。 

2. 自 旋 一 其 它 轨 道 作 用 

.可 化 为 两 部 分 之 和 ,其 中 每 部 分 都 包含 Marvin 参量 。 主 要 
部 分 正比 于 HH, 的 矩阵 元 ,等 效 于 修正 6. 

з. 自 旋 一 自 旋 作 用 

也 以 Marvin 积分 为 参量 ,影响 较 小 。 


+. 能 级 的 参量 拟 合 


综 上 所 述 , 我 们 据 拉 卡 代数 和 群 论 ,主要 分 析 了 状态 按 角 动 量 
及 附加 量子 数 的 分 类 ,并 通过 不 可 约 球 张 量 算 符 方法 给 出 了 多 电 
子 系 各 种 能 量 抢 阵 元 的 角 向 因子 。 这 些 能 量 和 矩阵 元 表达 式 中 含 
有 各 种 径 向 积分 参量 , 而 这 些 券 量 依赖 于 单 电子 径 向 波 函 数 
К, (0). 

现在 已 有 各 种 从 头 计算 的 或 半径 验 的 、 自 洽 或 非 自 洽 的 , 相 
对 论 的 或 非 相 对 论 的 计算 机 程序 计算 R,, (к). 但 那 是 专门 的 领 
域 和 工作 ,和 通常 的 光谱 数据 拟 合 分 析 互 相 独 立 、 平行 并 相 辅 相 
光谱 的 能 量 拟 合 ,例如 对 广 离 子 : 首 先 用 上 述 方 法 作出 
(Но+Н,+Н,+ 7) 的 能 量 和 矩阵 。 这 个 抢 阵 可 按 J] 分 块 , 且 对 某 
一 个 J 竹 阵 , 可 选 例如 J= М 的 态 [f YS;LiJJ> 为 表象 的 基 (1,， 
Si 工 取 各 种 值 ); 赋 于 忆 ,P4F 8. а, py 等 以 一 定 值 即 可 
得 到 能 量 的 数字 矩阵; 对 角 化 它 , 使 其 本 征 值 和 实测 的 各 峰 位 置 
相对 应 。 调 节 这 些 参 量 值 ,使 这 个 对 应 给 出 的 平方 差 最 小 , 则 各 
峰 被 指定 , 同时 参量 值 被 确定 。 对 角 化 以 后 的 实际 态 按 其 主要 成 
分 标 为 (| 551447»,ЄЭЁ (79, 5,1,7Ј> 的 线性 迭 加 , 称 为 中 
间 看 合 ( 意 指 它 不 是 L 一 S 耦合 极限 情况 ) 253583 28. 
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拟 合 中 有 选 参 量 初 值 问题 ,参考 谱 形 . 谱 强 、 谱 位 而 预 指定 和 
重新 指定 等 问题 , 效 不 缆 述 ; 得 到 的 波 函 ,严格 说 ,必须 能 够 据 之 算 
出 正确 的 其 它 物 理 量 以 后 , 方 可 确信 其 正确 性 . 

/* 离 子 由 于 厅 。 和 瓦 , 同样 重要 且 它 们 参量 的 相对 大 小 因 对 
象 而 异 ,所 以 -- 般 不 能 简单 统一 地 用 参量 式 写 出 某 f 离子 的 各 
多 重 项 5711, 的 项 能 。 故 一 般 是 对 具体 原 ( 离 ) 子 给 出 其 能 级 图 ， 
但 有 关 能 级 图 上 标 出 的 ys5+， ,实际 是 该 能 级 波 函 的 主要 成 分 . 
在 ,很 大 时 ,这 种 标志 常 不 准确 ,如 第 四 章 第 四 节 所 述 。 例 如 ,图 
54 是 Sm 原子 (4f56s? ) 和 Pu 原子 (5157s2) 的 几 个 低能 级 。 在 这 
个 低能 量 范围 , 65 或 7s? 子 壳 层 是 冻结 的 , 故 这 些 能 级 是 475 或 5/5 
组 态 内 的 一 些 低能 级 ，/* 的 基 谱 项 (term) 是 ,多 重 项 
(miltiplet ) 是 'F, (J=0,1,2,… 6), 第 一 激发 谱 项 D 的 最 低 多 重 
项 是 ;D,。 实 际 上 :Sm 的 这 几 个 能 级 有 95% ТР 性质 ， 因 估计 
D, 在 14000cm"!' 以 上 ;但 Pu 的 HH, 强 得 多 , 故 其 'F, 能 级 只 有 小 
于 50% 807Р 性 质 , 且 在 低 于 ?Fe 的 位 置 上 发 现 一 个 J=0 的 能 
级 。 所 以 图 上 标 出 的 CF) 实 际 已 经 丧失 了 意义 。 

心 离子 的 互 。 是 主导 的 ,用 它 的 参数 A ,B,C 可 以 基本 上 决 
定 项 能 、 谱 项 s+L 也 较 少 ， 所 以 , 查 [9] 的 结果 可 总 结 如 表 5.6. 
表 中 给 的 是 N 和 5 组 态 的 项 能 。dx-v 的 项 能 表 式 和 dr 的 相同 (未 
计 吾 , )。 相 对 较 小 的 五 ,和 瑟 =xL (+1), 818 у ЁНЕА, 
然后 再 去 对 角 化 能 量 矩 阵 ,也 可 以 用 微 扰 论 去 作 修 正 。 


六 наала 


沿 Z 向 加 入 外 磁场 后 , 价 电子 体系 运动 的 场 成 为 轴 对 称 的 。 
哈密 顿 对 称 群 由 50 (3 ) 降 为 其 子 群 SO (2), 群 生成 元 仅 一 个 ,为 
47, 所 以 ,能 级 按 jz ЖАНЕ М 标志 , 即 (2J+1) 度 简 并 被 完全 解 
Ж. 

通常 ,这 个 分 裂 在 微波 量 级 , 比 光 波 能 量 小 得 多 。 仅 靠 塞 显 分 ， 
裂 当 然 难 对 能 级 作 全 面 而 不 含糊 的 指定 。 但 将 计算 的 能 级 图 和 
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Pul 5 /175 OF) 


0 1 2 3 4 5 6 
图 5.4 Sm Ж (41 5682) 9 Ри 原子 (5f'7s?) 的 若干 低能 级 


塞 曼 分 裂 图 (包括 由 之 算出 的 Lande 因子 g) 相 结合 对 分 析 很 有 
Ж. | 

ЗАВ ВЕЕ ЈЕ РЕН. 

ЭН 3851 ЛАУА БЭ Л ИЕ Р ЭН р ЕН ОН Йй: 


Hu= -B=pBY (+gs 8)-8Н,0.40.653) |) (5415) 
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3556 dr 组 态 项 能 的 参数 表达 式 


Ф Ф 


= А -8В Е = 3А 15В 

р = 4+7В ‘P=34 
'G=A+4B+2C Н-2Р-34-68-43С 
р-А-3В-2С х4-34-118-3С 


下 =34+9B+3C 
а °р=3А+5В+5С+ (93В:+8ВС 442) 7 


'5= 4+ 14В +7С 


а а 
“р--бА-218 5 = 104 – 358 
Н =64- 17В+4С 46= 104-258 + 5С 
<= 64—128 + 4С Е = 104-138 +7С 


= 104 - 188+ 5С 


+ 2 (6888-4ВС-02)3 Ф-10А-288-7С 


а,Ь 2Е-6А4-58- 4 C 


DD=64~5B+4C Ч-104-248--8С 
а,Ь ЭР-64-584-1-С Н = 104—228 +10С 
+ -1 (9128°—248С+9С')? а '6= 104 - 13В+8С 
Ч= 64 158 +6С b 'G=104+3B+10C 
а,Ь = 64-58 + 15 С а!Ё-104-98-8С 
44 (7088”- 12ВС--9С2) + ЪЗ = 104 258+ 10С 
下 =64+6C с30-104-48-10С 
а,Ь 'D=6A+9B+ 43 с а.Ь0=104-38+1ИС 
+ 3. (144В°+8ВС+ С) + +3(57В:+2ВС+С)Ї 
а,Ь S=64+10B8+10C 1р = 104+ 208+ 10С 
42(1938:+8ВС+ 4С) 5-104-38-8С 


ДНК (12 ),8-ге8/2тс 是 玻 尔 磁 子 ,9, 约 等 于 2. 
由 式 (5.115) 8 (4.57), Н, 的 矩阵 元 有 选择 定 则 


AL=AS=0 (5.116) 
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РЕ ос 
«)51./М|(1-, 1-0, 5,3т SLI М > 


/1 1 
- cy 0 зил (9; —1)811% 51.7 > 
-М 
1 


117 
-0(-1 2497 0 м) «ор81.71Лр 817 > + (gs—1) 


人 


11 
слі)" Cor эв эд (5.117) 
515 | 


上 式 第 二 项 的 推导 用 了 式 (4.66) 并 给 出 选择 定 则 
АЈ=0, +1 | (5.118) 

同时 3j 符 号 给 出 АМ-0 (5.119) 

通常 算 AJ= 0 的 对 角 元 即 可 : | 

«81.71 (1.8д,83 81.7» -дсц81 л 2 81.7». (5120) 
其 中 :Lande 因子 

8-16(0-1140440-8644)-1.0313/2/0-). (5121) 
约 化 元 «пе АЛБЕ љ=170+1)07+1) Ын (5.122) 


上 式 推导 中 , 对 式 (5.117) 中 的 J 和 5 的 约 化 元 都 用 了 式 (4.57)， 
因而 必须 4=# 饼 才 不 为 0 ,还 用 到 了 其 中 那个 6j 符号 的 解析 表 
达 式 一 参见 [5] 的 p ,40。 

仅 当 J 不 同 的 项 靠 得 较 近 而 磁场 较 强 时 , 才 需 要 计算 
Ј 二 J 士 1 的 非 对 角 元 。 此 时 式 ($.117) 右 端的 第 一 项 没有 贡献 。 
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第 二 项 给 出 ,例如 
<nSLIMIHyNSL (I -1)M> 
= ВН, бү-1)07- М?)? 


ини тээ тий 


4/5(27-1)(4-1) 5123) 


上 式 推导 中 用 到 了 式 (5.117) 中 那个 З 符号 的 解析 表达 式 一 参见 
[5] 的 p.33。 算 出 所 有 和 矩阵 元 后 , 可 得 到 一 个 3x 3 的 矩阵 。 对 角 
化 以 后 即 得 到 (J 一 1),J, (J+1) 三 个 多 重 项 中 对 应 同一 个 M 的 
三 个 能 级 ， 从 而 可 算出 塞 曼 分 裂 图 , 它 已 不 是 对 零 场 能 级 对 称 
的 了 。 

值得 注意 的 是 , 算 磁 偶 极 暑 迁 几率 时 也 是 算 抢 阵 元 (5.117)， 
只 是 , 圆 偏振 光 跃 迁 涉及 计算 (Г 0, 3) 在 初 未 态 的 AM= 土 1 的 
两 态 间 的 答 阵 元 , 这 只 是 改变 式 (5.117) 中 的 3) 符号 值 , 约 化 元 是 
相同 的 。 


第 七 节 原子 光谱 的 强度 


原子 光谱 的 强度 主要 是 电 侦 跃迁 和 磁 偶 跃迁 的 贡献 , 电 四 极 
跃迁 通常 不 计 , 磁 偶 用 迁 矩阵 元 的 计算 ,前 节 已 讲 , 本 节 讨论 电 偶 
跃迁 强度 和 选择 定 则 ( 磁 偶 跃迁 详细 计算 见 [10] 或 [17] )， 


一 , 辐射 光 强 和 线 强 
从 能 级 (xj ) 往 能 级 (x 7 的 自发 辐射 “ 线 ” 的 总 强度 一 一 光 
强 (natensity ) 


647707 


1(07:4 зээнөлмэ 88 222 92 (5.124) 
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其 中 c 为 光子 波 数 , 初 态 粒子 数 
NuJM)=NeJ)/2J+1 


而 50/.772-3)1|«а/М|Се)у ne Oa M 人 > 
амм’ i 


-её | сал) сү? |? (5.125) 

为 “ 线 强 (strength)”。 在 (5.125 ) ) РЕН, НГ Ў 
理 和 3j 符号 的 关系 式 (3.121 ) . 

求 式 (5.124) 中 的 粒子 数 要 求 光谱 激发 过 程 的 详细 知识 ,并 生 
因 不 是 热力 学 平衡 下 的 粒子 数 , 所 以 很 难 佑 计 (是 光谱 学 的 一 大 
难点 )。 从 而 ,只 好 讨论 由 同一 上 能 级 &.J) 发 生 的 各 辆 射 的 相对 
强度 。 

通常 ,研究 由 下 式 定义 的 自发 辐射 直率 : 


Ав: и7 Э-10/547Э/М0:Л)їсс 


- ys 87.42 (5.126) 
有 了 这 个 几率 , 则 受 激 辐射 和 吸收 的 几率 都 不 难 通过 爱 因 斯 坦 关 
系 而 得 到 。 读者 可 参看 [3] 的 $11.4, 其 中 的 式 (2$) 即 这 里 的 式 
(5.126), 因为 彼 式 中 的 e? 人 就 是 这 里 的 8 (0/.272/24-41. 
光谱 学 中 还 常 引 用 以 下 振子 强度 P (也 常用 了 表示) 来 描述 
电子 跃迁 的 辐射 ,、.. 


Ш Алт. ри 
Р = З5 0174-1367 07416) 80/,«472 (5.127) 
其 物理 意义 是 : 式 (5.126) 相 当 于 Р 个 经 典 的 一 维 电子 简 谐振 子 的 
辐射 几率 (原子 中 允许 电 偶 跃迁 的 PP 有 1 的 量 级 )。 这 是 因为 质 
В 3) т. Н (е). 圆 频率 为 w=2xy= 2xco 的 一 维 简 谐振 动 
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电子 ,其 经 典 的 能 量 辐射 率 为 


dE 2 | ама) | 
Бос аг 


ХОР M(t)= ~—ex(t)= ~ exocosowt 
дэр ЫН. Ў РВЕ 


1 
E= ~ тоху 


2 
所 以 该 振子 的 平均 能 量 衰 变 率 
2、2 4 1 
Аа /Bo ЛАГ (лу тон 
-02086(/тс 
从 而 д@Ј;а 7 )=РА, 


证 实 了 上 述 意 义 。 显然 ,计算 4(xJ ,x 7 人 或 PP 的 关键 是 计算 5。 
二 、 Ж 1" = 107017858 5 的 计算 
(1) 计算 式 (5.125) 中 的 5 就 归结 为 计算 以 下 约 化 元 


«алУ rc ley 7» = «ЗЛУ лс р 51.» 


11 2 
一 0sy， 1) + Л Чэ | 
L’S L 


ёс РЧУЯУ гс ОЧ 781.» (5.128) 


这 里 我 们 用 了 式 (4567). 
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由 上 式 得 选择 定 则 ， 


AS=0; АГ,АЛ-0,5Е1 (0<x>0) 


(2) 式 (5.128) 中 , 右 端的 约 化 元 可 具体 写 为 “ 


11У rico SL ‘> 
i 


-« Ч: 5ЛУ нс, ,sl ;SL > 


= «ГА SL> 
N 


<Iv-inS Lsly; NySL сх, ,sly ; SL > 


(5.129) 


(5.130) 


上 式 中 : N 的 出 现 是 由 于 нс УЕ ry ce CNV ) 的 矩阵 元 
的 NN 倍 ;1/VN 的 出 现 ,是 由 于 末 态 中 1 第 第 N 个 电子 占据 的 


几率 为 1/ хо. 
(3) 再 应 用 式 (4.67), 则 式 (5.130) 右 端的 约 化 元 化 为 


< inS Lsly І е cA Nin SL ,sly’; SL ‘> 


111" 
-DPC 天 ВЕЕ (5.131) 


1 


«їг с9117» =, рь CD +020102 5 ln 17) 


8 (01,017) = {= К, (е) К, (2 


此 式 中 单 电子 约 化 元 可 由 式 (4.63 ) 计 算 ,参考 [5 中 p.33 的 3j 符 
号 表 式 可 证 它 能 化 为 : 


(5.132) 


(5.133) 


-187- 


1, 为 1 和 1 外 大 者 ,有 选择 律 
Аі= +1 (5.134) 
AI=0 时 式 (4.63) + 3j 5200, м Г КАЕН 6. ТГ 
是 ,将 式 (5.132) 及 式 (5.1313 Л (5.130), КЛ (5.128). 22778) 
195 /е?. 
=. ВР 1 1 钱 强 的 讨论 
(1) (5.125) # (5.128) 9,2355 中 含有 因子 


J 1 J4， 
6 04 -мал11| , | (5.135) 
1.75 1. 

它 除 了 给 出 式 (5.129 ) 的 选择 定 则 外 , 由 6 符号 性 质 还 给 出 关于 
项 间 跃 迁 (SL 一 S 和 中 各 线 的 相对 强度 的 如 下 关系 : 

A.AJ= АГ, 的 线 最 强 , 称 为 “主线 " ; 在 各 主线 中 : J 最 大 者 最 
强 , 其 余 随 J 单调 下 降 ，。 

B.ALzAJ 的 线 称 为 “卫星 线 "。 其 中 : 中 等 J 值 的 最 强 ; Ж 
AL 关 0, 则 AJ=0 者 比 AJ= 一 AL 者 强 。 

C.“ 线 强 和 ”正比 于 相应 的 权重 


Ура = 17 1001171 
24 ям 11125118) 
Ура = [1115/10 = [8 
4Р 


(2) 由 式 (5.132 ) 看 出 , 8185 中 含有 径 向 因子 s 001,н177,Ё 
也 依赖 于 单 电子 径 向 波 函 有 Rue ) 和 R,,.( )， 可 作为 拟 合 参量 处 
理 ,也 可 计算 。 但 在 讨论 确定 的 组 态 跃 迁 让 一 N71i 外 各 谱 峰 的 
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相对 强度 时 , , 这 个 参量 不 起 作用 。 

0) 当 旋 轨 耦 合 较 强 ,因而 $ 和 二 远 不 是 好 量子 数 时 ,跃迁 初 
末 态 都 温 有 其 它 (S , 工 ) 的 波 函 作为 成 份 , 式 (5.129 ) 关 于 S 和 工 的 
选择 律 可 被 破坏 。 

(4) 当 组 态 作 用 较 强 时 ,也 可 破坏 式 (5.132 ) 所 要 求 的 Al= 士 1 
的 选择 定律 。 例 如 ,[p!g] 组 态 中 混 有 pd' 组 态 的 波 函 ,从 而 允许 
БОРр- ра  жЖ ОО р [ро] 的 强度 不 为 零 ;组 态 作 用 
还 可 能 导致 双 电 子 牙 迁 , 例 如 组 态 [dpl 中 含有 зр. ФНР 
ХЕ 52-= sp 使 得 双 电 子路 迁 s* 一 [4р] 的 强度 不 为 零 , 等 等 ， 


习 “Ч 

1. 概述 态 jJPmowurSMJLAM > 中 符 导 vw u、t 的 意义 。 

2. 概述 计算 复杂 原子 态 间 和 矩阵 元 的 拉 卡 方法 以 及 亲 态 比 系数 cfp 在 这 
种 计算 中 的 作用 。 

3. 用 张 量 算 符 公式 (4.72 ) 计 算 : 

(1) ?组 态 基 项 下 的 库仑 作用 能 ( 表 为 拉 卡 参量 线性 和 )。 

Q) 放 组 态 多重 项 H, 和 '1 间 旋 轨 作用 能 的 矩阵 元 (用 < 的 倍数 表 
Ж). . А 

4 当心 或 产 的 >2 时 ,能 否 简 单 的 用 式 (472) 计 算 库仑 能 或 旋 轨 耦合 
能 矩阵 元 ”为 什么 ? 试 查 表 册 [9] 算 上 题 矩 阵 元 并 作 比 较 。 
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ЖЭ ТАВА О 


第 六 章 ”分子 氮 群 及 其 表示 


本 章 简 述 分 子 和 原子 艇 团 (ciuster ) 的 对 称 点 群 及 其 表示 。 
它们 在 量子 化 学 . 分子 光谱 和 晶 场 光谱 , 原子 团 物 理 等 方面 均 有 
广泛 应 用 。 按 照 习惯 , 本章 用 分 子 点 群 的 熊 夫 利 斯 符号 和 点 群 表 
示 的 Веће 和 Mullikin 符号 。 第 八 章 讲 空 间 群 时 还 会 讲 到 和 常 
用 分 子 点 群 基本 重合 的 32 晶体 点 群 , 那 时 再 讲 点 群 的 国际 符号 及 
其 与 能 夫 利 斯 符号 的 关系 等 ， 

绝 大 部 分 分 子 点 群 是 第 一 章 所 述 有 限 群 的 典型 例子 ， 


第 一 节 ”对 称 操作 和 对 称 素 


一 、 对 称 操作 和 对 称 素 的 定义 


对 称 操作 是 使 体系 变 到 等 价 构 形 的 .、 自然 空间 的 实 正 交 变 换 ， 
即 旋转 或 非 真 旋转 ( 反 演 或 反映 及 其 与 旋转 的 乘积 )。 所 谓 等 价 
构 形 , 例如 分 子 等 价 构 形 ,就 是 使 同 种 原子 互 换 位 置 后 的 构 形 . 

对 称 操作 会 保持 自然 空间 某 个 轴 (或 点 , 或 面 ) 不 动 , 对 称 操 
作 正 是 相对 于 这 些 不 动 的 轴 (或 点 , 或 面 } 而 进行 的 。 它 们 被 称 
为 该 对 称 操作 的 对 称 轴 (或 对 称 点 , 或 对 称 面 ) ,这些 对 称 轴 、 点 、 
面 统称 为 对 称 素 。 

一 个 对 称 素 可 联系 一 个 或 多 个 对 称 操作 。 用 符号 表示 如 下 : 

1. 反 演 : 中 心 点 0 ~ 了 , РЁ. 0-1) 

2. 旋转 : 对 称 轴 C,~C, ,C2…,C"=E (С=О!) (ба) 

Е: 几 个 轴 同 时 存在 时 ,n 最 大 者 称 为 主轴 , 与 之 垂直 的 二 次 
轴 称 C ! С. 

3. 反映 : о ~ 6,02=1 (0-0) 
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注 : 含 主轴 C ,者 用 m 和 表示 ,垂直 主轴 С, 者 用 о, 表示 


4. 非 真 旋转 : 对 称 轴 S, ( 负 C, - 00,) ~ ,= С, С, 
(6.2) 
Ж: n 偶 时 有 5$ ,52, 53, ,8" = Ё (6.3) 
8.89,-,85-0,2:425-1-82:42981-02838, (ба) 
82,85-,8/8-0,-384-Ё68-028 (65) 
因 有 i=C,6,, 故 i 和 所 可 任 择 其 一 作为 基本 操作 , 量子 化 学 
中 用 人 ,晶体 学 中 用 1. 
=. 对 称 操 作 间 关系 


为 了 以 后 使 用 方便 , 我 们 列举 若干 对 称 操作 间 关 系 于 此 , 它们 
都 可 以 简单 地 通过 对 任意 点 的 几何 操作 而 被 证 明 ， 


павя) 


1. 乘积 关系 
(SS=0 -,1 (6.6) 
3,-1-0,6, (67) 
@) 任意 两 转动 的 乘积 仍 为 一 转动 , 即 不 会 成 为 i,o 或 $5. 
8)8,6, =C, (6.8) 
其 中 轴 C。 为 面 c 和 


с, 交 线 ,m= 2 /2091 

Пф, 为 cu 和 oa: 的 

交角 ， й 

由 此 有 人 =C, б, 
-ө-6С8 

从 而 ,对 任意 含 于 o， 

中 的 С,8 

Со (69) 

< > 如 图 6.1 所 示 。 


图 61 一 些 对 称 京 的 关系 
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А.б,/76,-С1(17 С) 5 (6.10) 
В.о27д0) -С, = СН, 0) = С29, аз = CC (6.11) 
С.о,/в,?-С, 0, Со = СС (6.12) 


注意 ,和 式 (6.11) 80 29-С БИН » 不同, Но?! о] 


关系 为 : 
с = Со (6.13) 


式 (611388 (6.13) 的 差别 类 似 于 式 (4.1) 和 (4.2) 的 差别 ， 因 了 
是 操作 ,而 c 则 是 点 的 集合 ,是 操作 作用 的 对 象 。 


9С (1), 0) -сС, 6.14) 
其 中 轴 С, ФАТ Cy (1) С:0),т-2л/20, ф 0 С/(1) 
С; (0) аж. 

由 此 有 С10)-С, С.(2) 


=C 7/1)- -С/ (2)С, т! 
МЛИБЧЕЖЛ!С,ЗЕН С,Я 


CC,'=C,C.7 (6.15) 
< > 如 图 6.1 所 示 
A. Cy C= CC 
В. С,(2)С/ (1)-С,5-С28 


、 、 、 、 (6.16) 
С/(2)-С20/(0)-С,С/ 0) 
注意 式 (6.16) 和 下 式 的 区 别 : 
С./0)-С,С/0) (6.17) 


С.С, ) С, С=С) CC 0) (618) 
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比较 (3) 和 (4) 可 看 出 :在 这 些 关 系 中 ,9, 和 C, 有 很 相似 的 表 
现 。 

2. 可 对 易 关 系 

(Di 和 一 切 旋转 . 反映 、 非 真 旋转 对 易 . 

(2 )o% 和 一 一 切 C， 对 易 [ 但 了 和 C， 一 般 则 不 对 易 ,如 式 (6.9) 所 
Ж] 

(350, 81 0,315), Жо, 10,92. 

(4)Cx 和 Cyz 对 易 ,这 和 式 (6.15) 不 矛盾 , 因 n=2. 

(5)C, 和 C, хія, НИЕ. 


三 、 对 称 素 间 的 共存 关系 
" 奇 С, 
25 | “二 者 同时 存在 
& 
二 人 соня 


аи 


Са 存在 时 “oa 存在 二 一 = 0 存在 


O 
3 同时 存在 二 C, 存在 


С, 
同时 存在 三 一 之 ГЖ 0 с, ТЕЛЕ = 
9, [3 (6.123 п 


== п ХН лјп о, 9 о, ФЕ 


С, 
时 存在 ГА К ” ==> 
и. ТЕ БЕШ С 夹 一 的 Cy 存在 


п КЫ лп) C,' 或 Cy 存在 
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88-00 ”对 称 点 群 
一 、 对 称 点 群 的 定义 


对 称 点 群 G 是 一些 旋转 和 非 真 旋转 操作 构成 的 群 , 这 些 操作 
的 对 称 轴 (或 点 .或 面 ) 相 交 于 至 少 一 点 0O。 于 是 , 对 称 点 群 G 的 
所 有 操作 保持 O 不 动 。G 是 群 R[ 即 群 (3)] 的 子 群 。 


=, 同类 对 称 操作 和 等 价 对 称 素 


1. 相似 操作 和 相似 素 
若 操作 R, 和 操作 К, 之 间 为 相似 变换 关系 


В,-ХВ,Х" (6.19) 
其 中 久 也 是 施 转 或 非 真 旋转 , 则 称 К, 和 Ri 为 相似 操作 
相应 的 ,可 称 R 的 对 称 素 К, 和 К, 的 对 称 素 R, 为 相似 对 称 


A 


Ж 
К,= ХК, (6.20) 

< > 

(1) 绕 不 同 轴 C 和 C ЗЕН-Я1 ИИ С 和 C ‘XX 操 作 是 


将 C 转 为 C ЛОС, ЗИ 62. 


图 6.2 相似 操作 C жс’ 图 6.3 相似 操作 C, 和 CC. 
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图 64 相似 操作 o, 和 0, 


@) 绕 同一 轴 正 转 和 道 转 同 一 角 的 旋转 СС. ХА 
C,' 或 c 。 如 图 6.3 所 示 。 

(3) 对 不 同 面 c 和 0, 的 两 反映 ， ХВЕ с, 和 о, 夹 角 的 对 
称 面 或 将 o 转 为 o, 的 旋转 。 如 图 6.4 所 示 。 

2. 同类 对 称 操作 和 等 价 对 称 素 

车 式 (6.19)#1(6.20) 0 ХЖ К,, R, 在 同一 群 G 内 , 则 К, 和 
R, 为 同类 操作 , К, 和 К, Ж, 

< 例 > 当 C, 和 co 同时 存在 时 , 由 前 节 所 述 ,可 推 斯 必 有 mr 
个 0 同时 存在 。 可 证 当 n 为 偶 时 ,这 nn 个 0, 分 成 两 类 fv,} 和 fo, 仆 ， 
每 类 有 n/2 个 操作 ; 当 n 为 奇 时 ,同属 {0,) 类 . \ 

证 ) 因 C, 和 ,中 是 对 称 操作 , 故 由 式 (6.12), 下 述 操作 也 是 对 
称 操作 ,在 群 内 : 


А 1л 1 


CV=C 7 0С, (6.21) 


再 由 式 (6.11 ) 和 (6.13 ) 的 关系 , 式 (6.21) 表 明 下 述 平面 也 是 对 
ЖЖ: 


5212 р 
с=с“ с, = С,0,0 (6.22) 


СЕВЕ, оО с ОК Р 
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注意 到  С/7в-С,є-о (6.23) 


则 n= 偶 时 с) .С, с, С2а, а). с с (6.24) 
给 出 {c,} 类 (n/2 个 操作 ) 的 对 称 素 ; 

而 Co ,C 327 0) „С, ... с ад) (628) 
给 出 {c,} 类 (mw/2 个 操作 ) 的 对 称 素 ; 


A 


但 n= 奇 时 в,9,Со.9,С20 Цин 人 о," аня 1) (6.26) 


个 ) 
给 出 同一 个 人 к Еи сс Са фо Е 
果 重 合 而 С 在 群 中 。 | 证 毕 


n=3 和 4 的 例子 如 图 6.5 所 示 。 


ад 


1027) 
人 | 从 
сэ 
о, оо 
оо МТУ. 


(а) n=3 од 


(by п 4 


图 65 坚 直 对 称 面 投影 
上 面 例子 中 的 结论 , 当 用 C,' 蔡 换 co 时 ,显然 仍 成 立 。 
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三 , 极 射 赤 面 投影 图 


为 了 形象 地 表述 对 称 点 群 所 具有 的 hh 个 对 称 群 元 和 相应 的 对 
称 过 ,引入 这 种 投影 图 。 

这 种 图 是 以 一 个 单位 球面 上 的 任意 点 作为 起 始点 , 用 А 
元 对 它 作用 复制 出 4 个 等 价 点 ,然后 从 北 ( 南 ) 极 点 将 南 ( 北 ) 半 球 
上 的 点 向 赤道 平面 投影 而 得 .北半球 面 上 的 点 用 “+ ”表示 , 南 半 
球面 上 的 点 用 “ 〇 ”表示 。 

对 称 素 的 投影 也 标 在 投影 图 上 : С, 和 5S, 分 别 用 实 和 空 的 正 n 
边 形 标 于 圆心 ; mw 用 实 的 直径 , C, 和 С," 用 两 端 为 小 椭圆 的 
虚 直 径 表 示 ; 有 0 的 群 ,其 投影 圆周 为 实 线 ,否则 为 虚线 。 如 图 6.6 
所 示 , 请 参考 这 些 图 阅读 下 两 节 。 

注意 ,车 不 根据 对 称 素 的 投影 而 仅 靠 点 二” 和“O 〇 "的 分 布 不 
能 正确 判定 对 称 群 。 例 如 对 称 分 布 于 mw 两 边 的 点 和 对 称 分 布 于 
C, /两 边 的 点 无 法 区 别 ;更 不 要 把 群 G 投影 图 上 的 h 个 点 和 具有 
群 G 对 称 性 的 实物 体系 中 的 点 (实物 ) 相 混 应 ,后 者 的 数目 一 般 并 
ЖҰТ В. 


第 三 节 单 重 主轴 对 称 群 及 其 表示 


仅 具 有 一 个 主轴 的 群 可 分 为 旋转 群 和 两 面体 群 丙种。 本 节 讨 
论 广泛 使 用 的 那些 单 重 主轴 群 。 


一 . 旋转 群 
1 群 C,: 含 C,, 有 n 个 群 元 ,如 式 (6.1) 所 示 ,名 元 自 成 一 类 . 
2, ЁС,:3 С, 15, 

0, 


群 Cu= 和 群 C,x 群 C, 有 时 写 为 C,x ar, 下 同 ) (627) 
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14. Cp 15. Саһ 


图 6.6 简单 点 群 的 极 射 赤 面 投影 图 
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其 中 , 群 C,= (E,0,)= (E ,5, )= С 
А пі: С, = СХЗ С (有 时 写 为 C,xi ,下 同 ) 
其 中 , 群 C= (E,i)= (Е,5,) 


3. 群 C,,: 
О): С, Апо, : 


ж 12 Ж: Е.2С,./2С2-42С,3 ,nv, 
п/2 № о, 
(2) п: 21 


п/2 ^о, 


~ п-2 


ин 


(6.28) 


(6.29) 


有 ?类 :已 ,2C 2C2 2C5 Спі, ny/2 个 5 


其 中 ,2C， 表示 С, 和 Со 3 , 余 同 。 


(6.30) 


根据 前 节 式 (6.23 ) 一 (6.26) 及 图 63 АТЖ, 不 难 理解 这 种 分 类 。 群 
C,。 的 阶 数 显然 为 2 。 异 核 双 原子 分 子 等 具有 对 称 群 C。, 因 绕 
两 原子 连 线 作 2л/п (п = о ) 的 无 穷 小 旋转 变 到 同一 分 子 构 形 。 


4. #5: 

(1)# 5,155 ЯР Со 
(2) 5,2 # С, (8%) 

Бий 二 面体 群 

1. 群 DD， 

(1)n 奇 : 含 Cr 及 nn 个 C2 
n/2 个 C,” 


CQ)n 侦 : 合 23 
n/2 个 Cy 


(6.31) 


(6.32) 
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易 见 : 
2, ЖС, (С. “对 应 于 0,, Cy 对 应 于 о") (6.33) 
群 Р, 的 类 和 式 (6.29). 式 (6.30) 相 对 应 , 含 2n 个 群 元 . 
2. 群 D,: 
(Оп: 8 С, 


2 =» $, 
Цин 
нт Су шиг 
易 见 : 
和 群 Du= 群 D, x 群 С;= 群 C,,x ЁС, (6.34) 


群 р. 含 4n 个 群 元 。 由 群 也 ,的 类 及 直 乘 关系 (6.34) 可 得 群 Du 
的 类 . 


! С 
(2)нЁ: 含 '} .$s 及 0 
С, 
п п ;+ hn ” Л. , 
5 а 5 С, > TC 2 № о, 
易 见 : ЗЮ, 24 
群 D,= 群 Dx 群 C, (6.35) 
它 所 含 4и 个 群 元 的 分 类 可 由 群 忆 的 类 及 直 乘 关系 (6.35 ) 得 到 ， 
同 核 双 原子 分 子 的 对 称 群 为 D。 . 
3. 群 Pi: 


为 了 讲 清 这 种 群 的 结构 ,也 为 绘 第- 章 概念 一 个 示例 ,我 们 较 
详细 地 讨论 它 ， 

GD 对 称 素 : 含 C,, 并 含 “02 ] -~ 5, ХӨВ 0 平分 最 靠近 的 
(Зи 多 的 ) 两 个 水 平 二 次 轴 С, (л уан, 证 明 见 
后 )。 根 据 下 述 关系 可 看 出 C, 和 a, 会 派生 出 8， : 


8,С,/-0,(0,9,)5 (0,0,)о,=С,,0,= 8, (6.36) 
式 中 用 了 式 (6.10) 和 式 (6.8 )。 
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(2) 生 成 元 :可 选 为 图 6.7 中 的 Ci ,Ci 人 及 v4。 它们 满足 的 生 
成 关系 是 : 


эээ 

С, С, ны С, С, 
п, ”~ 7 -mm 

С,"оа= а, С, 


ng = SCm 等 


^п 


С: 


上 述 前 两 式 很 易 用 式 (615) 及 
(6.9) 证 明 。 

(3 ) 正 规 子 群 C, 的 陪 集 : 图 67 Вр. хів 

正规 子 群 C,:n 个 元 素 C” Gn=1,2,…n) 

КЕС, п СС, (同上 ) 

右 障 集 { 7. п 个 元 素 Со, (同上 ) 

(5, п 个 元 素 С25,-587 (同上 ) 
可 见 群 D,, 有 4n 个 群 元 . 

(4) 群 的 类 

首先 证 明 三 种 同类 关系 : 

A. 无 论 n 为 奇 或 偶 , 相 邻 两 二 次 轴 等 价 ( 故 可 均 标 为 C, 站 ,由 
os 相 联系 ; 


С/-а,С/аг! (637) 
似 22, A A л 

这 是 因为 ,类 式 (6.12) 有 Ga= Со, = Саңбу Сат 

Жо, ЖС. МС, В ӨРКЕ р, РУЧЕК ХНИ ). 
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故 ө,С/68-С,,С/в)С5-С,о, 6С), 
-С,(С/С:)-С20/-СС/-С,С/С2-С/ 
上 式 推导 中 应 用 了 式 (6.9)、(6.15 ) 及 (6.18 ) 。 
B .无 论 ”为 奇 或 偶 ,n 个 o, 同类 ， 证 明 类 似 A。 
C. 陪 集 {5 中 元 素 C» 5» 与 其 逆 同 类 ， 
(证 ) 
(С78,У7-0, С, -nC i пу Сот 1 


-аДС, Cn+1), ar] -01С28990, оо "+00, ] о," 


л ~ a 


=0[C”S,]o,! (6.38) 


上 式 推导 中 用 了 式 (6.9 )。 
由 A.B、C 及 (2) 中 关系 知 群 D,, 的 类 如 下 : 
n 偶 时 ,有 如 下 (n/2+1)+2+n/2= (+3) 类 : 


А - 


E, 2C,, 2022-2028 


~ А ~ ~ ЯР 
‚С,25 п С, п 70,525, 2,5, , 
КЕ 


2С, 3 


5, 
Н:С/5,-0:52-С:0,/Я(С25 5) 1 (Ср) -1= Ср, 
相同 , 故 未 重复 列 人 。 

яв, Вт + 1)/2+2+ ал) 2-нчэй. 


~ 


Е,2С,/2С2,-2С 个 CO 个; 28,263 


Жо ЯАХ 


注音 :C 本 8 =Co 和 =C.2=i ,其 道 也 是 ?, 故 未 重复 列 人 。 
由 此 可 见 ,n 为 奇 时 , 群 六 有 反 演 中 心 o。 且 


群 D,,= 群 D,x 群 C。， (n= 9) (6.39) 
. (5) 可 以 证 明 : 无 论 x 为 奇 或 偶 ， 有 下 列 同 构 关系 : 
ЯЕР, үс ВЕР,, (6.40) 


群 D, 和 群 р, Рр, 的 常见 例子 ,可 参阅 图 6.6 中 有 关 它 
们 的 极 射 赤 面 投影 图 。 


三 , 单 主 轴 群 的 表示 


根据 同 构 关系 (6.32)、(6.33)、(6.40) 及 直 乘 关系 (6.27) 或 
(6.28), 、(6.34 ) 或 (6.35), 只 要 找到 群 C, 和 群 Р, 的 表示 , 则 所 有 各 
种 单 主轴 群 的 表示 都 很 易 得 到 : 同 构 的 群 有 相同 的 表示 ; 直 乘 群 
Сх (E ,S) 的 表示 可 将 群 G 的 表示 按 表 2.2 简单 扩充 而 得 到 。 

。 下面 分 述 群 C, 和 群 p, 的 表示 。 

1. 群 C, 的 不 可 约 表示 : 

群 C, 是 nn 阶 阿 贝尔 群 ,n 个 元 素 各 成 一 类 。 因 而 它 有 im 个 一 
维 表示 Г,: | 


» 


ЎЎ ра й (641) 


ЯМ 


- 


它 又 是 循环 群 ,生成 元 是 C,。 生 成 关系 是 

Cr=E | | (6.42) 
所 以 , 若 令 Еее! 2" (6.43) 
则 可 用 в?= Co") (Op=0,1,2 nm 一 1) (6.44) 
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在 不 可 约 表示 T, 中 表示 群生 成 元 C,, 因为 它 满足 关系 
67)7-- (е27)7-1 (6.45) 
和 (6.42 ) 一 致 , 且 满 足 广义 正 交 定理 (2.$1)， 
由 于 "70 67Р = ЕФ (6.46) 


ИА 25367 ГГ, 2 ЕКА. ЖИ 
系 是 时 间 反 演 不 变 的 , 则 它们 合 为 一 个 时 间 反 演 简 并 的 表示 。 

例如 , 群 C, 的 生成 元 C; 在 不 可 约 表示 Ti= 4 = 1 在 
Г, 和 Г, ФАЯ 61--е 55 ее", рлуну 815) 5| 2 8 
数 гсоѕ0= 2, г5іп0 e ?=X 一 上 和 rsing е'№=х+іу. ЧГ, ЯГ, 
合并 为 二 重 简 并 的 表示 E 时 ,其 可 重新 组 合 为 x 和 y。 这 正 是 附 
ЖІН. ВЕС, 表示 特征 标 表 中 作为 例子 所 列举 的 基 。 

2. 群 D, 的 不 可 约 表示 

(1 ) 一 维 表示 


由 生成 元 C, 和 C;' 所 满足 的 生成 关系 
C=1 С,2=1 
及 С,С/-сисл 
得 一 维 表示 特征 标 ( 即 表示 矩阵 )X (C,) 和 x (С, 7) 满 足 的 同样 关 
系 : 


x(C)"=1 , Х(С/у-1 


及 (С) (С) =x (С, (СЭ? 
后 者 即 1(С,2-1 或 x(C,)= 土 1 (6.47) 
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所 以 有 1(С) (Су) 
<n 奇 > 1 + 1 


мг 41 (6.48) 
«її», +1 


即 分 别 有 二 个 和 四 个 一 维 不 可 约 表 示 。 

(2) 二 维 表示 

由 群 үх 群 C,. 的 阶 数 和 类 数 [ 参考 式 (6.29) 和 (6.30)] ,可 
知 二 维 等 不 可 约 表示 的 个 数 分 别 为 


п+3 п-1 


<п > 2 -2- 2 (6.49) 
айх 835 4- 1-2 (650) 


因为 它们 分 别 满足 [ (xn 一 1)/2] х 22-2 х 12 2и 
和 [(00-2)/2] х2+4х 1=2n 
所 以 不 会 有 高 于 二 维 不 可 约 表示 。 

В (ху) Е C: 作用 下 互 换 , 而 在 C, 作用 下 象 前 述 群 C， 
中 那样 变换 ,所 以 可 选 (x ,y) 或 (rsinge-* ,rsinGe”) 作 为 二 维 表 
示 的 基 而 导出 特征 标 。 这 两 组 基 对 应 的 二 维 表示 和 矩阵 是 不 同 的 ， 
但 有 相同 特征 标 , 即 两 种 表示 等 价 。 

现在 ,可 以 去 看 附录 工 中 的 大 部 分 点 群 的 特征 标 表 。 并 和 这 
里 的 讨论 相对 照 ， 


第 四 节 多 重 主轴 对 称 群 及 其 表示 


对 称 点 人 群 中 , 阶 次 n 最 高 的 主轴 С 不 止 一 个 时 , 称 为 多 重 主 
轴 对 称 群 ,这 些 就 是 正 多 面体 所 具有 的 对 称 群 ， 正 多 面体 的 顶点 
是 一 些 正 多 边 形 的 公共 顶点 。 所 以 ,分 析 共 顶点 的 正 多 边 形 有 那 
些 可 能 ,就 能 找到 这 些 正 多 面体 及 其 对 称 点 群 。 不 难看 出 ,有 五 
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种 情况 : 

三 个 正三 角形 共 顶 一 一 正四 面体 

四 个 正三 角形 共 顶 一 一 正八 面体 

五 个 正三 角形 共 顶 一 一 正二 十 面体 

三 个 正四 边 形 共 顶 一 一 立方 体 

三 个 正 五 边 形 共 顶 一 一 正 十 二 面体 

六 个 正三 角形 共 顶 时 , 绕 这 个 顶点 的 所 有 顶 角 之 和 为 
6x 60 "=360“", 已 不 成 正 多 面体 了 ;四 个 正方 形 共 顶 情 况 亦 然 ; 
四 个 正 五 边 形 顶 角 之 和 为 4x108 “>360“, 无 法 共 顶 。 所 以 ,只 
有 这 几 种 情况 ， 

正四 面体 的 对 称 群 为 四 面体 群 T, ;正八 面体 和 立方 体 的 对 称 
群 都 是 立方 体 群 0;。 下 面 我 们 分 述 这 两 种 群 及 其 子 群 。 тав! 
面体 和 正 十 二 面体 的 对 称 群 都 是 正二 十 面体 群 I ,应 用 较 少 。 
参看 J.S .Griffith 4873 56.3. 


一 , 正四 面体 群 


1. 群 T,: 正 四 面体 金 对 称 群 。 

例如 ,在 立方 体 的 四 个 项 角 上 有 A ,B,C 和 DD 四 个 全 同 球 对 
称 原子 , 则 ABCD 为 图 示 立 方 体 的 内 接 正四 面体 ， 如 图 6.8 所 示 。 

其 全 对 称 群 7, 含 对 称 素 


2) 660 анро 

35, 3С, ° ' 

这 里 的 对 称 操作 ,= Сао, ,am 是 通过 0 点 垂直 于 5, 的 面 。 由 
于 C; 的 存在 ,三 个 % 是 等 价 的 ; 由 于 三 个 Сү 52 的 存在 ,4 个 C， 
也 是 等 价 的 ， 

图 示 的 o С, 和 S,! 的 乘积 : 


A 


с= С, 5, (6.51) 
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图 68 正四 面体 对 称 的 分 子 


例如 ,B 点 在 8- 作用 下 成 为 C 点 ,再 在 С, 作用 下 回 到 B 点 ,和 
0 作用 在 B 点 上 一 样 ,等 等 。 | А 
因为 C, (如 图 中 的 OB ,OD ) 有 包含 它 的 对 称 面 0, 故 C; 和 
С, 同类; 同 理 , 8 也 有 包含 它 的 с (如 图 中 的 AOB ), 故 5,Я1 57 
同类 .于 是 , 群 7 的 类 为 : 


Е 8С, 68, 67 3С, (6.52) 
ЖЕТ, 因而 有 24 个 元 素 , 生 成 元 可 选 为 C, 和 S-!。 生 成 关系 
为 | 
С.8СУ-1,5/ 341 及 С2=1 (6.53) 
2. 群 了: 群 T, 的 纯 转动 子 群 
从 群 ,中 除去 12 个 非 真 转动 后 的 子 群 为 T。 它 仅 含 对 称 
Ж 4C; 和 3C,， 群 的 类 为 | 
E 246, 4C- 3С, 
由 于 o 不 在 群 荆 中 ,C, 和 C,-! 已 不 同类 。 
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群 耻 有 12 个 元 素 。 生 成 元 可 选 为 图 示 的 С, 和 С,, 生成 关系 
为 : 


С2= Ca= (CC)=1 (6.54) 


不 难 证 明 С.С, 是 绕 OD 的 旋转 Сү”. 
3. 群 了 = 群 了 x  С, 
ЖТ, 所 含 对 称 素 为 : 

5с, } 
3C, 

其 中 5, С, 4.0, 和 СН, 

БТ, БЯ 24 个 群 元 ,但 和 群 T, 不 同 ,后 者 没有 反 演 中 心 。 
群 T 的 生成 元 可 选 为 C, 和 10。 生成 关系 为 : 


= 48, 


— 0, 


о0-02-1 及 (0,С,8-1 (6.55) 
其 中 в,С,-1С,С,-1С,/ = C, (6.56) 


以 群 了 为 对 称 群 的 分 子 体系 的 例子 如 图 6.9 所 示 : 六 个 分 子 
成 正八 面体 围绕 中 心 离子 ,每 个 分 子 含 三 个 原子 B-A-B 且 
<ВАВ =90 "。 易 见 它 具有 С, С, 和 o 。 若 六 个 分 子 是 球 对 称 
的 , 则 对 称 群 成 为 下 述 立 方 群 0, 。 


=. 立方 体 群 
1. 群 0: 立方体 纯 转 动 群 。 


例如 ,在 立方 体 的 八 个 顶 角 上 有 失 个 全 同 球 对 称 原子 , 如 图 
6.10 所 示 。 则 这 个 体系 含有 以 下 对 称 旋转 轴 ， 


4С, 1-» 6С, ? 
3C 一 一 3C， 
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图 69 了 ,对 称 的 分 于 体系 图 6.10 立方 体 对 称 的 分 子 ， 
C; 对 应 的 操作 是 Со С, С, 的 操作 不 难 验证 为 
С,'=С,С, (6.57) 


由 于 C, 的 存在 ,4 个 C; 是 等 价 的 ;由 于 C; 的 存在 ,3 个 C, 也 是 竺 
价 的 。 由 于 有 垂直 于 C; СЕТИ С, C, 在 图 中 的 0 
ШЕ) С, 和 C;- 同类; 同 理 ,有 垂直 于 C, 的 C: (在 水 平面 内 )， 
， 故 C, 和 Ce! 同类 ,于 是 , 群 0 的 类 为 : 


А л 


.E 8С, 6С, 6C, ЗС. (6.58) 
共 24 个 元 素 ， | 
生成 元 可 选 为 C, 和 C,。 生 成 关系 为 : 
С=С (С,С,)=1 | (6.39) 
Н (6.52), (6.53) #1 (6.58), (6.59 ) 的 对 比 ,可 见 : 


Ж Т,-88 0 (6.60) 
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且 这 种 同 构 关 系 中 , 群 T, 的 某 个 $,-! 和 群 0 的 某 个 C, 对应, 某 
个 羡 和 某 个 C, 对应。 
2. 群 0,= 群 Ox 和 群 C,: 立 方 体 的 全 对 称 群 。 
计 入 反 演 i, 得 到 群 0,、 它 的 对 称 素 为 
4C;, ,6C, 48, бо, 


3С,---3С,077735,5 з. 


群 0 的 类 为 群 0 的 类 和 群 C; ВОН, 


以 立方 体 六 个 面 心 作 为 顶点 的 内 接 正 八 面体 显然 具有 同样 的 
对 称 群 0,. 


三 .四 面体 群 和 立方 体 群 的 表示 


由 直 乘 关系 T,= TxC, 和 0,=OxC,, 及 同 构 关系 式 (6.60), 
只 需 找 出 群 了 和 和 群 0 的 不 可 约 表 示 。 其 余 群 T ,Tj , 0; 的 不 可 
约 表示 均 很 易 得 到 ,如 前 节 所 述 。 

1. 群 了 的 不 可 约 表示 

(1) өх: 

由 生成 关系 (6.54), 易 见 一 维 表示 特征 标 满 足 : 


“Х(С,9-1(С,9-1х(С) (әр 


从 而 х (С,)-1 
А (6.61) 
х(С;) =е? 
其 中 є-сей 59 (р=0, +1) 


所 以 ,有 三 个 一 维 不 可 约 表示 ,其 中 p=1 和 一 1 的 表示 互 为 复 共 
思 表 示 , 可 合 为 一 个 具有 时 间 反 演 简 并 的 二 维 表示 。 
(2) 二 维 以 上 表示 
由  3Х1-12-12 
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8 1,-3, 即 还 有 一 个 三 维 表 
ЖГ,-Т 

不 难 由 特征 标 正 交 定理 导 4.=T, 
ШГ, АХ (Т). 

2. 群 О 的 不 可 约 表示 : 

(1 ) 一 维 表示 

由 生成 关系 (6.59 ) 知 一 维 表 
示 特 征 标 满足 : 


(Сз) (С,)*= (С9х(Сорьл 


从 而 Х(С)-1 , (С) = +1 (6.62) 


即 有 两 个 一 维 不 可 约 表示 ， 
Q2) 二 维 以 上 表示 


由 1-1-12-12-412-24 
88 1= 2 , ц=1,= 3 
即 有 一 个 二 维 不 可 约 表示 E 和 两 个 三 维 不 可 约 表 示 Т.Ж Т. 


有 很 多 方法 可 以 求 出 群 0 的 特征 标 表 例如 先世 ,) 居 ) 或 函 
数 (x ,y,z) 作 为 基 , 立 刻 得 到 不 可 约 表示 Т 的 特征 标 (或 及 表示 
和 矩阵); 以 1=2 的 五 个 Y” (m=2,1,0, 一 1, 一 2) 作 为 基 , 并 设法 通 
过 相似 变换 化 成 在 群 0 作用 下 分 别 不 变 的 一 个 二 维和 一 个 三 维 
子 空间 直 和 ,后 者 给 出 的 表示 和 T 不 等 价 ,从 而 得 到 不 可 约 表 示 
ЕЖ Т, КЕН (或 及 表示 矩阵 )。 也 有 利用 群 0 和 置换 群 5, 的 
同 构 关 系 的 , КВ. 

本 节 所 述 各 群 的 特征 标 表 亦 见 附录 1, 把 这 些 表 和 本 节 的 讨 
论 相 对 照 , 也 是 很 有 益 的 ， 
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第 五 节 ” 双 值 群 及 其 表示 


当 所 研究 的 对 象 涉及 奇数 电子 系 的 自 旋 (为 半 整 数 ) 时 ,分 子 
点 群 应 为 第 四 章 第 ` 一 节 讨 论 过 的 双 值 旋转 反 演 群 0 (3)* 的 子 群 
G* , 称 为 双 值 (点 ) 群 。 本 节 讨 论 双 值 群 G* 的 结构 及 其 表示 。 


一 . 双 值 旋转 群 G* 的 类 

按 以 前 所 述 , 群 SO (3)* 和 群 SU(2) 同 构 , 故 可 用 2x2 的 和 矩 
阵 , 即 群 SU (2 ) 的 元 素来 表示 群 SO (3)* 的 子 群 G* ЛЖ. Х 
群 SO (3 ) 为 群 SU (2 ) 的 2->1 的 同 态 映 像 。 故 可 得 到 它们 的 子 群 
G 和 G* 中 元 素 对 应 关系 如 下 : 


в 500)2 #0: В.А) = Sm， ar А. 
1 t 1 + 
五 ， CC с,, 
воо) в6*./ | 51 | 
(Е, (cn 五， ст "Е е с,Е, 
с," 
\ 
... ЛИГ 
| (6.63 ) 
Ue/E,. 


其 中 五 代表 转角 为 21 的 旋转 , 在 此 用 2x 2 的 负 单位 矩阵 表示 。 
可 见 群 G 中 一 个 尺 对 应 群 G* 中 的 只 及 页 =R 巨 , 群 G 也 是 群 G* 
的 2 一 1 的 同 态 映像 。 

现在 来 讨论 群 G* 的 类 : 

1, 88 G 中 转动 C* 的 转角 为 2xm/n=w, 群 G* 中 与 C" 对 应 
的 两 雌 阵 的 迹 相互 反 号 : 

Хә (С,") = 2соѕо/ 2 
ши (6.64) 

Хү: СГЕ)--2со8012 
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上 式 是 在 式 (3.99) 中 令 j= 1/2 得 到 的 ,而 且 这 个 关系 不 依赖 于 С" 
的 转轴 方向 。 因 为 二 第 阵 迹 友 号 ,所 以 群 G+ 的 C” 和 C" 互 属于 
不 同 的 两 类 . 

2. Ч о= п (В| п/т= 2) 8, соѕ (0/2) =0, КЖЕ С" С"Е 
有 相同 的 迹 , 因 此 在 群 SU (2) 中 是 同类 的 .在 子 群 G* 中 它们 也 
可 能 同类 ,可 以 证 明 : 若 群 G* 中 存在 垂直 于 这 个 n/m=2 次 旋转 
轴 的 二 次 转轴 (或: 当 G* 为 双 值 旋转 反 演 群 时 , 存在 包含 这 个 二 
次 旋转 轴 的 反映 面 ), 则 C." 和 СЕЕ с 中 也 同类 ， 

由 1 及 2 可 知 群 G* 的 类 数 КУ 和 群 С 的 类 数 天 的 关系 为 : 


К<К*&2К (6.65) 
3. Я Жс/ ЕБ ст" ЕА у Ол о), 
XU2 Си") = 2с05| Ол о )/ 2] = –2005 0/2)= = С") (6.66) 


即 在 群 G* 中 , Ст" 的 矩阵 迹 和 С" 的 反 号 ,二 者 不 能 同类 。 故 
即使 在 群 G с ДОЙ си" 属 同一 类 , 则 在 群 G* 中 它们 也 要 
ААЦ стст сЕ 为 代表 的 两 类 : 


«см, с"Е> , <ст",ст"Е> (6.67) 


хт у (4л-а) 89 СГ"ЕЖЖ C." 的 逆 ; 若 在 群 G 中 с" 
和 其 逆 分 属 两 类 , 则 在 群 G6k 中 ,C” 和 Ce“- 喇 分 属 两 类 ( 虽 有 相同 
的 矩阵 迹 ) ,总 共 给 出 式 (6.63 ) 所 示 的 四 类 。 


二 , 双 值 旋转 群 G* 的 新 增 ( 双 值 ) 表 示 


由 式 (6.65 ) 可 知 , 群 G* 的 不 等 价 不 可 约 表 示 的 个 数 K* 比 群 
G 的 多 (K* 一 KK) 个 ,这 (K* 一 KK) 个 表示 称 为 “新 增 表 示 ” ,或 群 G 
的 “ 双 值 表示 ” ,虽然 对 于 群 G* 而 言 ,它们 是 单 值 表示 。 
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< 例 > 和 群 0* 的 新 增 表 示 


|Е“-Г,(2)-2 1 -1 | ° | 。 V2 — 
pp ә 


! 0 -V2 V2 


参照 式 (6.58 ) 关 于 群 0 的 类 , 可见 群 0* 的 类 符合 上 述 一 中 的 讨 
论 ; 并 且 , 如 所 预期 ,0* 群 的 三 个 新 增 表 示 的 维度 平方 和 等 于 群 O* 
ЯОЮ ЖЭ 2-2-4-48-24-24 

在 这 三 个 不 可 约 表示 中 ,E 和 E( 以 及 一 切 R 和 居 ) 的 表示 特 
征 标 反 号 , 这 正 是 “ 双 值 ” 的 含义 ; 群 05 的 表示 工 ,一 TT 中 ,E 和 E 
(以 及 一 切 R 入 ) 的 表示 特征 标 相 同 , 故 为 “ 单 值 " 表示 。 对 于 
“ 单 值 表示 ”, 可 以 删 去 一 切 元 素 尺 ,使 群 0* 还 原 为 群 0, 则 
Г.-г, О 的 不 可 约 表示 。 


=. 双 值 旋转 反 演 群 G* 及 其 表示 


如 第 四 章 第 一 节 所 述 , 双 值 旋转 反 演 算 符 群 0(3)* 是 群 
SO(3)* ЯНЫ С, 的 直 乘 群 。 它 的 类 和 不 可 约 表示 均 是 群 SO (3)* 
的 类 和 不 可 约 表示 的 简单 扩充 。 如 第 一 章 第 三 节 和 第 二 章 第 五 
节 所 述 .。 

一 般 的 双 值 群 G* 可 含有 非 真 旋转 ,所 以 它 是 群 0(3)* 的 子 
群 ,可 由 群 SO (3)* 的 对 应 子 群 G* 和 和 群 С, 的 直 乘 得 到 ,或 同 构 
于 另 一 双 值 群 G* 。 例 如 : 群 O*= 群 0*x 群 C,, 于 是 其 类 和 不 
可 约 表示 可 由 0* 群 的 扩充 而 得 到 ; 群 T*=O*, 于 是 将 群 0* 的 类 
6C, 换 为 6S, 6С,18:5565,).6С/ 3 6о,(6С,48:51 60,), ЎН О* 
的 特征 标 表 得 到 了 群 7* 的 特征 标 表 。 
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类 似 于 一 中 的 情况 :一 般 而 言 , 非 真 旋转 5, 和 5.=5,E 在 群 G* 
中 不 同类 ;但 反映 o 和 5 可 能 同类 。 可 以 证 明 : 当 群 G* 中 存在 一 
个 垂直 于 o 的 反映 面 或 含 于 c 中 的 二 次 转轴 时 ,rc 和 7 同类。 

表册 [了 中 ,三 十 二 个 (晶体 ) 点 群 G 的 特征 标 表 都 是 用 双 值 群 
G* 的 特征 标 表 给 出 的 。 该 表册 还 包括 这 些 群 的 表示 直 乘 约 化 表 
(如 表 2.1), 广 义 C 一 G 系数 [ 如 式 (2.81)] ,及 相 容 关 系 表 等 。 


习 题 


1. 分 子 CH .CH 、.O, 的 对 称 群 是 什么 ? 

2. 证 明 群 5, 是 群 D,, 的 正规 子 群 ,并 写 出 相应 的 左 陪 集 。 

З.С, СУ ЕЖ Т, ТЭРЭНД ЖЭ? 为 什么 ? 

4 找 出 群 0, 和 群 П, 的 子 群 及 不 变 子 群 . 

5. 试 求 双 值 群 Ce ,Due ,Sr ,D* 和 Ce 的 附加 表示 及 其 特征 标 。 
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第 七 章 ” 唱 场 光谱 和 分 子 光谱 


作为 分 子 点 群 应 用 的 示例 ,我 们 在 本 章 重 点 叙述 蝇 场 光谱 ( 络 
离子 光谱 。 这 种 络 离子 由 必 或 六 组 态 的 中 心 离子 和 配 位 离子 构 
成 ) 并 兼 及 分 子 光 谱 。 一 方面 ,这 是 因为 唱 场 光谱 中 , 群 表示 论 两 
个 基本 的 表示 约 化 问题 ( 直 乘 表示 约 化 和 对 称 性 降低 时 表示 的 约 
化 ) 表 现 得 非常 充分 并 导致 各 种 表象 的 应 用 ; 另 一 方面 , 晶 场 光谱 
本 身 有 重要 的 意义 :不 仅 络 离子 本 身 在 催化 等 化 学 领域 中 有 重要 
的 作用 ,而 且 在 光学 、 磁 学 材料 中 , 络 离子 模型 也 有 广泛 的 应 用 。 
例如 ,NiSO, 水 溶液 中 的 Ni?* 是 被 6 个 H,O ЕЕ В [М HO )>2* 
络 离子 ,固态 结晶 МО, • 7H.O 中 情况 亦 类 似 ; 著名 激光 晶体 红 
, 宝石 (Al,O;: Cr' ) 的 掺 杂 离 子 Cri+ 也 和 周围 6 个 OQ” 等 形成 可 
用 络 离子 模型 处 理 的 结构 。 这 是 因为 绝缘 体 ALO; 的 禁 带 很 宽 ， 
cr 的 3 个 4d 电子 是 相当 局 域 的 ,其 光 激 发 能 级 都 在 禁 带 中 。 较 
宽 禁 带 的 半导体 (如 CdS) 中 的 杂质 离子 能 级 问题 亦 类 似 ; 再 如 
著名 激光 晶体 YAG (Ү,А!О,,: Nd:+ ) 中 取代 部 分 Y 的 Ма” 也 
和 配 位 O ”形成 络 离子 ,甚至 化 学 配 比 的 稀土 化 合 物 如 ТаРО,, 
ErPO, 等 都 用 络 离子 模型 处 理 。 这 是 因为 稀土 离子 的 /”Э8: 55 和 
5р 电子 层 所 屏蔽 ,是 充分 局 域 化 的 。 上 述 这 些 络 离子 的 中 心 离子 
都 是 未 满 的 必 或 户 组 态 ,因而 在 同一 组 态 内 存在 大 量 能 被 可 见 
光 光 子 所 激发 的 能 级 ( 比 一 般 离 子 的 满 壳 层 激发 所 需 能 量 低 得 
多 ), 同时 存在 净 磁 和 矩 ,所 以 它们 在 材料 科学 , 特别 是 光学 和 磁 学 
等 材料 探索 中 受到 特别 的 重视 。 

本 章 在 氢 述 晶 场 光谱 之 后 ,还 会 简要 讲 到 分 子 轨 道 和 络 离子 
的 分 子 轨道 理论 ( 配 位 场 理 论 ), 所 以 也 就 述 及 了 现代 量子 化 学 和 
分 子 的 电子 光谱 的 基本 理论 方法 ; 此 外 , 较 全 面 叙述 唱 场 光谱 问 
题 也 是 为 了 作为 示例 讨论 谱 强 、 谱 形 . 电子 一 声 子 耦合 ,外 场 效 
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应 等 有 关 光 谱 的 典型 问题 。 
第 一 节 “立方 日 场 中 4" 离子 的 项 能 ， 


如 第 六 章 第 四 节 所 述 ,正二 十 面体 的 络 离子 因 含 5 重 轴 在 规 

则 晶体 中 是 不 存在 的 ,因而 一 般 遇 到 的 点 群 都 是 立方 对 称 群 的 子 
群 ,立方 对 称 晶 场 谱 具 有 基本 的 重要 性 ,本 节 和 下 节 就 讨论 这 种 
谱 ， 
草场 中 尾 或 广 离子 的 N 电子 系 的 哈密 顿 为 


Н=Н,+Н,+Н,+ УИ 
5 


х > е? х > 2 х > 
-136043-- + hes 1+У о, 6) (7.1) 
і=1 і<ј ‘i і=1 і=1 
其 中 к) 2 ўз 12 
х) = т‘ о (Xi) (7.2) 


о) а (4 /ЭРЦСРЕЮВЕНХ рт 
共同 产生 的 场 中 的 势能 ,在 中 心 场 近似 下 , 它 被 假定 为 球 对 称 的 ， 
Н, ЖАН Э 

Ne,y= №, 
而 4 或 了 "在 周围 配 位 离子 所 产生 的 场 中 的 势能 


N . 
Иж уул, (3) (7.3) 
і=1 


2 人) 具有 络 离子 的 点 群 对 称 性 ,在 前 体 场 理论 中 假定 为 静电 
Ф. 其 余 Н,ЖН, Ж (5.105). (5.107) Ж ХАНИ. 

аР Н, 较 小 ,下 节 再 讨论 。 本 节 讨 论 日 。 和 他 的 作 
用 。 
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一 .立方 晶 场 中 4 ' 的 能 级 分 列 


人 的 对 称 变换 群 为 О, 128: d 电子 波 函 是 偶 宇 称 的 ,一般 可 
以 只 讨论 它们 在 群 0; 的 子 群 0 中 的 变换 。 先 讨论 八 面体 配 位 的 
d' 络 离子 ,例如 Ti3* 为 中 心 离子 的 络 离子 。 

人 既是 立方 对 称 的 ,整个 入 也 是 立方 对 称 的 ,电子 的 轨道 角 
动量 1 的 量子 数 (1,m) 已 玫 失 了 作为 定 态 标志 的 好 量子 数 的 意 
义 。 但 在 晶 场 理论 中 , 仍 限 于 只 用 Inim> ， 作为 能 量 和 矩阵 的 表 
象 基 矢 , 对 角 化 能 量 矩 阵 后 所 得 能 量 本 征 值 对 应 的 本 征 态 一 般 是 
m 不 同 的 


[ndm> = У" 0, Ф), (г) 


的 线性 组 合 , 晶 场 理论 就 是 用 它们 来 描述 中 心 离子 的 4 电子 状 
态 。 这 里 Rs() 是 原点 在 络 离子 中 心 ,所 有 作用 势 平均 产生 的 球 
对 称 势 场 中 的 单 电 子 径 向 波 函 。 与 此 相应 ,是 将 v. 按 同一 中 心 的 
球 谐 函 数 系 展开 。 但 由 于 作为 能 量 和 矩阵 表象 基 矢 的 ldm > 对 应 的 
1-2, 故 在 计算 能 量 和 矩阵 元 时 所 用 v 的 下 述 展 式 (7.4) 中 ,只 有 
k=0,2,4 的 项 有 贡献 (为 角 动 和 量 耦 合 律 和 字 称 选择 律 所 限 ): 


0, (&) = У Аан} сү? 0) (74) 
Ка 


Ж со (4.64), ди 是 对 应 的 展开 系数 k=0,2,4,q= – К, 
一 k+ 1 上); 由 于 v. 必 须 是 络 离 子 对 称 群 (在 此 为 群 0)4; 表示 
的 基 , 故 根据 群 R, 和 子 群 O 不 可 约 表示 间 如 下 的 相 容 关系 (或 即 
ЛФ)" 

Do= А, 

= ЕФТ, (7.5) 

有 = А, ФЕФТ,ФТ, 
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可 见 ,立方 对 称 的 v. 的 展 式 (7.4) 中 :不 全 k=2 的 项 ;k=0 的 项 可 
并 人 如 中 ,相当 于 修正 Ns,, 的 值 ;k=4 的 9 项 (q= 一 4, 一 3,…4) 
将 线性 组 合成 一 个 4, 型 的 项 。 

在 求 能 量 矩 阵 元 时 ,w (% ) 的 贡献 将 以 <dmlv,ldm '> 形式 出 
现 , 因 而 含有 如 下 的 径 向 积分 因子 


Ви- Аг АВсий на» 
= даке JreR rdr (7.6) 


ТОР ИОК В ВО ТАЕ К,,6)-8ОК В 作为 径 向 
( 拟 合 ) 参 量 而 将 v. (区) 写成 


0,06) =У Be ce (i) (7) | 
Ка 


| 在 v. 的 作用 下 , 据 式 (7.5) 或 式 (4.28) 可 见 ,5 度 轨道 简 并 的 4 
能 级 分 裂 为 3 度 简 并 的 1;, 和 2 上 度 简 并 的 e 能 级 ,其 分 烈 记 为 


8 一 2=A=10D， (78) 


如 图 4.1 ЛЖ, 显然 ,这 个 分 裂 是 由 式 (7.7) 中 K=4 的 项 所 贡献 
的 。 

上 述 讨论 仅 基于 对 称 性 考虑 ,不 涉 具体 作用 力 细 节 , 所 以 是 充 
分 一 般 的 。 下面 把 配 位 离子 看 成 静电 点 电荷 ,用 这 个 简单 模型 
看 一 下 D, 表达 式 等 细节 ,并 分 别 在 四 角 和 三 角 坐 标 系 中 讨论 (这 
对 于 常见 的 两 种 类 型 低 对 称 络 离子 是 最 方便 的 坐标 系 ). 

1 四 角 坐 标 系 

以 群 0 的 一 个 轴 C, 为 Z 轴 ,和 ,了 上 和 Z 轴 上 各 有 正八 面体 的 
两 个 配 位 离子 。 以 投影 算 符 法 可 证 А, 型 算 符 v. 的 式 (7.4) 成 为 
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э-А04А42:1С,/Э- | гл (.5--С 97) (79) 


可 见 k=4 的 4, 型 算 符 实际 为 4=0 和 士 4 的 三 项 组 成 。 

同样 ,用 投影 算 符 法 可 以 从 m= 一 2, 一 1,…2 的 5 个 |ldm> 
中 组 合 出 3 个 轨道 和 2 个 e 轨道。 再 分 别 在 1 个 或 1 个 e 轨 
道中 求 式 (7.9) 的 本 征 值 (对 角 元 )s, 或 &; 或 者 ,用 m 不 同 的 5 个 
ldm > 作为 表象 的 基 写 出 v. 的 能 量 和 矩阵 , 对 角 化 该 矩阵 得 到 е, (3 
个 ) 和 s,Q2 个 ), 再 代 回 去 求 出 相应 波 函 。 结 果 如 下 : 


能 量 в-В?-4(82/21)-82-4Р, 
(7.10) 

єг-В/-6(В2/21) = В+ 6р, 
其 中 р,-В221 (711) 


ФЭН |> = 7101 > + 015 554 15/4я (Ү2/:Ж,, 0-4, 
| ыр 021»-0151-/ 15/ 4л Х/К, 0-4, 
= 75-0022 -pa = 1574r ХҮЛЭЭВ, 6)-4,, 
(7.12) 
и> = 20> =V 57 161 [032—221], 0)-4» 
lev>= тг 02»-422-1-15) вл -YYrIR GC dy.,, 


如 第 二 章 第 六 节 所 述 , 由 于 t, е 都 有 简 并 ,各 表示 内 基 矢 的 选 


- 220 — 


取 各 种 各 样 ,对 应 于 互相 等 价 的 表示 和 矩阵。 这 里 的 波 孙 (7.12 ) 都 
是 实 的 . _ 
在 点 荷 配 体 的 静电 场 中 ,位 于 X= 4 ,0,9 ) 的 电子 的 位 能 


v=7 04е) - Duel иа т Усер) 
i IR-X| 
` -42(0,.Ф,У1 (743) 


фк, 局 = (R, ,8, ,gq ) 是 第 j 个 配 体 的 位 
置 , (一 gj e) 是 它 的 电荷 。 在 r < 及 的 近似 下 ,比较 式 (7.4) 和 (7.13) 
得 


44-13 gece (Ө, ,Ф)5/ВР" (7.14) 
1 
-1Ус9(Ө,, Фу" ф4е/ К! (4»0) (7.15) 
了 


上 式 后 一 步 假定 了 配 体 的 各 g 和 有 R 均 相等 。 
将 各 配 位 离子 的 6, 和 由 代 人 上 式 , 易 证 : 对 正八 面体 有 


40= -人 Ад- сс (7.16) 
对 立方 体 有 
Зае? - 


对 正四 面体 (对 称 群 T, 的 4| 型 基 也 是 =0 和 k=4 各 1 个 ) 有 


дөш -49e до 1446 
° КА 4 987 
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可 见 在 相等 的 配 位 电荷 和 配 位 距离 下 ,立方 体 ,正四 面体 的 分 裂 
较 小 , 均 和 正八 面体 的 分 裂 能 级 次 序 相 反 。 将 式 (7.16) 和 (7.6) 代 
人 式 (7.11) 得 正八 面体 的 分 裂 参量 


D,=qe:ry6R’ (7.18) 


它 对 距离 R 很 敏感 并 依赖 于 配 体 电荷 和 径 函 Rs( )。 考 虑 到 点 
荷 模 型 、 静 电势 以 及 R>r 这 些 假定 的 局 限 性 和 粗 粹 性 ,g 常 换 为 
有 效 电荷 qt 。R,s 4 ) 也 和 自由 离子 的 径 函 不 同 ， 

2. 三 角 坐 标 系 

以 群 0 НС, ОЕТ 的 坐标 系 中 写 为 [111] ) 作 为 Z 轴 , 了 ЭН 
取 为 轴 C,1T110] 。 在 此 三 角 坐 标 系 中 4 型 的 晶 场 势 (7.4) 成 为 : 


о АРА си + оу (с.7-053) (7.19) 
晶 场 波 函 
х» 8.23 22» -V3 01» 
х,» 20» 


lix, > = —[V 2/3 22> +V 1/3 Р») (7.20) 


leu_>=V13 PR2>+V23 01» 
ри.»--1/1)3 (2> -V23 Pl>] 
由 于 现在 的 ”8,= 20р608рд»А2-82/ 20900» 
= 682 721= – 4р, 
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故 р,--82714 (721) 
或 В? /= – 14р,= 一 21384 (7.22) 


这 从 АГ 的 计算 式 (7.15) 看 是 容易 理解 的 , 因为 配 位 离子 在 三 角 
系 中 的 (6, ,@ ) 和 在 四 角 系 中 不 同 。 


=. 立方 晶 场 中 心 离子 的 项 能 


现在 要 由 式 (7.3) 的 У, (5.105) 9 Н, 共同 决定 晶 场 谱 
项 。 通常 有 弱 唱 场 或 强 晶 场 两 种 能 量 表 象 ,其 表象 基 是 不 同 的 ач 
波 函 , 即 分 别 是 Н, У, ЛЕВА. 

1. 58:83 5) ЕА 

此 即 第 五 章 中 使 H,、Ho 0 51211119 28,282 0 ВА 
(581,М,М,» 为 基 。 其 中 Н, 的 本 征 值 仍 如 表 5.6 所 示 , 为 拉 卡 
参量 4 ,B,C 的 线性 和 。 因 为 式 (7.3) 的 V. 是 式 (5.4) 的 单 电 子 
型 算 符 , 故 V. 的 矩阵 元 可 用 类 似 于 式 (5.88 ) 的 公式 计算 ,但 注意 
到 式 (7.7) 一 这 里 所 涉 的 约 化 元 不 是 式 (589) И 
=V2+TU% 的 约 化 元 ,而 是 Vo= Ун? (02: 2041 


1 
В 4 5 «а|с914»- | 2285 04.58). 6.59 ) 和 6.4)〗] ,于 是 有 : 
<а*%51.М;М Уда 5 1./М,М,“» 
1) Кк 1. 
= ӧз бым) 15158) хин ( 
Ка 


) «енот 57,» 
24; 4 L . 
.4|с914» (723) 


其 中 <dlcwlad> 可 通过 将 1=1=2 КА авз) т, Г 
约 化 元 [ 其 计算 参见 式 (5.89)] 数值 可 查 表 [9 及 式 (594) 得 到 . 
жен, но 态 ) 在 上 述 表 象 中 的 能 量 矩阵 对 角 化 ,得 到 的 本 征 值 
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Ян 10у 514 Гг» 的 能 量 E (dv{n SLIT), 它 对 
表示 工 的 na 个 > 不 同 的 态 是 简 并 的 (这 里 加 上 方 括号 [ | 的 量子 
数 是 该 数 混合 中 的 主 值 .在 此 ,5 实际 上 没有 混合 , 故 5 不 同 的 矩 
阵 可 以 互相 分 开 )。 这 种 方法 虽 原 则 上 可 行 ,但 当 N Х,Х БА" 
的 完全 表象 时 , 维度 过 大 , 且 对 角 化 要 求 所 有 参量 B,C , Bx (kz*0) 
均 已 赋值 注意 ,由 表 5.6 看 出 ,d* 各 谱 项 能 中 都 含 [N 
(N 一 1)/2]4。 亦 即 , (№, + МВ + МУ 1) 4/2) Р 心 组 态 的 
各 谱 项 都 相同 ,在 а р а-а 跃迁 中 观察 不 到 ,不 计 它 们 
不 会 影响 各 项 能 的 相对 位 置 . 

降低 能 量 矩 阵 维度 的 一 种 办 法 是 将 上 相同 ,但 М, 不 同 的 态 
ЕМ, > 线性 组 合成 对 称 点 群 不 可 约 表 示 的 基 矢 |ld*nSMsLTr>: 


Гү»), Sr 1 М,» (724) 


М, 


这 可 用 投影 算 符 法 作出 。 投 影 系 数 SY rr 也 有 表 可 查 :[11] 的 表 5 
给 出 了 J=0,1,2,…12 的 投影 系数 表 ;[12] 的 表 Al19 也 给 出 了 
J=0,1,…6 和 J=1/2,3/2,… 9/2 的 这 种 系数 表 (J 为 半 整 数 者 
在 计 及 奇数 电子 系 的 自 旋 时 有 用 )。 注 意 ,在 第 二 章 第 六 节 已 说 
明 , 这 种 系数 表 可 互相 不 同 , 因为 一 个 不 可 约 表示 的 和 矩阵 以 及 其 
简 并 的 n 个 基 矢 的 公共 相 因 子 都 有 选择 的 余地 。 但 算出 的 能 量 
本 征 值 不 受 影响 。 

因为 仅 在 5М,Г 相同 的 态 ldySMsLIr > 之 间 ҮУЛЛНЗЕО 
的 矩阵 元 ,从 而 可 将 S,F 相同 的 那些 项 组 成 维度 较 小 的 矩阵 分 别 
进行 对 角 化 。 也 就 是 , 对 每 个 于 工 , 选 定 一 个 分 量 (My,r ) 确定 而 
(1 ,也 ) 不 同 的 若干 态 作为 表象 基 矢 ,这 种 ЭЭГ 出 现 几 次 ,矩阵 就 
是 几 维 。 对 角 化 这 些 和 矩阵 即 可 得 到 各 个 能 量 已 (Cs+*T ), 然 后 可 得 
到 相应 波 函 。 

立方 场 中 全 组 态 的 这 种 能 量 和 矩阵 见 表 7.103。 
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871 їл ФОНЕ Ш ЗЕВЕ (БАБЕ) 


5 'G 
[ A+14B+7C+26, 4 6 р, 
46 Р, A+4B+2C+26,+4D, 


р с 


24 40 
А-3В+2С+25+ 2-р, 24/30, 


5 V3 р, A+4B+2C+28,+ 4 р, 


р 'G 


шил 2 (р, | 


20 . _26 
V3D, А+4В+2С+25— 3 р, 


ЗЕ їр 
[ А-8В+ 28,6, -4р, 1 


一 4D A+7B+2e, 


т, зА. 
р 3 Е 


А+АВ+2С+22,+2р, А-8В- 26,428, 4—8В + 2е,+ 12р, 
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2. 强 晶 场 表象 
S.Susano 和 YY.Tanabe[ 14] 等 以 群 0 中 的 t, 和 e 型 单 电子 


БЭ |, 2», иш» 等 为 基础 ,考虑 到 泡 里 原理 并 利用 群 SU (2 ) 和 群 
О 的 不 可 约 表 示 直 乘 约 化 系数 [ 即 C-G 系 数 (3.110) 和 广义 
С-ОЖ Гү Г, ГМ ШүГ,Го» | ,结构 出 六 电子 系 立方 晶 场 组 态 
гте””Лт 个 电子 占 扬 能 级 , (N 一 m ) 个 电子 占 e 能 级 ] 的 波 函 
Е" С.Г, )е“-” (6:5 )5Г Маг» 作为 能 量 表象 的 基 。 在 这 样 的 表 
象 中 ,Ho 和 VV. 都 是 对 角 化 的 ,本 征 值 分 别 为 Ngo 和 [NB 一 m (4р, ) 
+ (N 一 m ) (6Ds)] 。 所 以 ,只 有 Ho 的 矩阵 是 非 对 角 化 的 ,需要 计 
3. 他 们 仿照 自由 原 ( 离 ) 子 理论 中 在 slater 行列 式 为 基础 的 省 函 
ЇЕЖ Но 矩阵 元 的 办 法 ,将 这 里 的 吾 o 和 矩阵 元 化 为 两 电子 库仑 积分 
如 J (0) ) 和 交换 积分 如 天 (20 ) 等 的 线性 组 合 。 最 后 将 式 (7.12 ) 
的 波 落 代入 [ 即 限制 t 和 e 型 波 函 属 中 心 离子 的 4d 波 函 ] ,就 将 它 
们 表 为 拉 卡 参量 4 ,B ,C 的 线性 组 合 。[14] 的 附录 IV 给 出 了 所 
有 4d* 组 态 的 Ho 和 矩阵 ( 略 去 含 4 的 项 ), [12] 的 表 A26 一 A30 也 列 
出 了 它们 (包括 含 4 的 项 )。 

在 Н, ХЕРЕ ЕА 五 ,和 VY. 的 对 角 元 (本 征 值 ), 就 得 
到 强 唱 场 表 象 中 的 项 能 矩阵 , d? 的 这 种 矩阵 如 表 7.2 所 示 。 代 人 
各 种 能 量 参数 的 值 ,再 对 角 化 所 得 矩阵 即 得 这 种 表象 中 的 唱 场 项 
能 ,对 应 的 波 函 一 般 是 这 种 表象 基 矢 的 线性 组 合 ,例如 以 t" (S,T,) 
ev"(S,T,) 所 生成 的 态 ГМ,» 23025825 л (8,Г,)е"7" 
(S,T,)] ГМ,» 

4 全 组 态 的 这 种 矩阵 如 表 7.219, 

给 表 7.1 和 7.2 中 的 参量 以 关系 C= 4B ,D,=2B, 则 两 种 表象 
给 出 的 各 谱 项 相对 能 量 E/B 的 相对 位 置 是 完全 重合 的 , 如 图 7.1 
所 示 。 这 是 因为 二 者 都 对 角 化 了 4 全 组 态 中 的 能 量 矩 阵 , 28-25 
象 不 同 。 图 中 中 线 左右 两 侧 的 能 级 则 是 分 别 忽略 同 种 3S+T 但 不 
同 ЭГ, 间或 不 同 г," (ST,)e*-"(S,T,) 间 的 作用 的 计算 结果 , 二 者 
很 不 相同 。 如 果 只 部 分 的 考虑 这 种 作用 (例如 用 微 扰 公式 而 不 是 
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872 立方 晶 场 中 中 组 态 的 能 量 和 矩阵 ( 强 晶 场 表象 ) 


(ts 
Г 22-80 + А+108 + 5С 


- | 6 08-40) 


су 


Ю 8D,+ A+ B+2C 


2/3 В 


бү)” 
ахин 


2/3 В 


буу 
| 26--80,4А-58 


68 


T。 
0,3 (е) 


26,+2р,+А+4В+2С 


(е,)? 
V6 QB+C) | 


2a+ 12D,+ A+8B+4C 


е,)” 


2/3 В | 


26,+ 12D,+ A+2C 


(е), (е, 
2/3 В | 


26, + 2D,+ A+2C 


(5) (6) 


68 1 
2е,+20,+ А+4В 


т, А, 
9409) (e,)’ 


28,+2D.+ А 8В 2е,+120,+ А-8В 
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Е/ В А 
=. 
` 


/ Ч 
50 “ТАЦ 
у 
Ц 
15 Ац и \ 
ааа -- 一 一 一 ай td \ 
40 ! 1 
1 
П 
1 
! 
1 
і 
30 ! 
! 
! 
Н 
! 
Н ТА lg ( 
20 ! м 
! , 14 
! 16 20 Es Айву 
Ц 22 
тЕ \ 
10 НӨ: эр “зт? у 
| 
1; 一 一 一 人 хот \ 
ни "р ч 1Ту л 
yw 1 \ 
0 ! iT 
5 А Т2 “、 
х П \ 
Ч 9 -AN 
\3F /7 ЗТ, 
Md 
-10 Ц 
Ч 
х 
5 
Ц 
х 
-20 人、 
3Tis 1 
т 
18 未 
被 
电子 间作 用 + 蝇 场 作用 + 8 
统 


计 及 | 计 及 жи 


未 计 
晶 场 六 态 间作 用 


未 
ГЭ 
-30| 2 + 电子 间作 用 + 晶 场 作用 
统 
项 间作 用 


图 7.1 正八 面 体 配 位 的 4 系统 的 项 分 裂 (C=4B ,D,=28B) 
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对 角 化 ). 或 对 角 化 的 抢 阵 不 是 dx 全 组 态 的 (N 大 时 全 组 态 矩 阵 
维度 较 大 ), 则 这 两 种 表象 的 结果 不 同 。 亦 即 “ 弱 日 场 近似 ”和 
“ 强 晶 场 近似 " 结果 不 同 . 在 这 种 情况 下 ,要 根据 НЯ Ус 的 相 
对 大 小 选用 比较 接近 实际 的 表象 为 好 。 

对 强 唱 场 表象 中 的 表 7.2 那样 的 矩阵 , 选 定 某 个 C/B 比值 , 以 
De/B3 作 为 横 坐标 , 下/ 中 作为 纵 坐 标 , 可 根据 对 角 化 能 量 (Bo+Tc) ` 
矩阵 后 所 得 的 相对 能 量 值 Е/В 作出 Е/В ~ DB 曲线。 中 的 这 
种 曲线 如 图 7.2 所 示 (图 中 以 de 和 dr 分 别 表示 dt 和 де,). [14] 
的 图 5.1— В 5.7 给 出 Jd 一 -ds 的 全 部 这 种 曲线 .[12] 的 图 92 
给 的 是 一 -的 这 种 曲线 。 它 们 很 有 用 ， 


Е/ В 


Da В 


Й 72 ЕЛШ ЁС Р 4 Сг": С= 4.58, В = 918опт') ВЕНЕ 


注意 , 随 着 Р/В ЇЕД, Я (5, Г) 8 95 051г 的 能 
量 不 会 交叉 (如 第 四 章 第 四 节 所 述 ) ,但 不 同类 型 的 项 能 可 能 会 交 
又 。 有 的 甚至 基 项 都 可 能 变化 ， 例 如 Mn+ (29) #0 Мп (45)2Е 


р, ЭВ 时 基 项 分 别 为 (tje) “АЯ (12е) Е, М 个 电子 自 旋 全 平 
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行 ,符合 Наад 定 则 (使 交换 能 小 ) ;但 在 р> 3В 时 基 项 分 别 变 成 
(с) Т, 和 () 了 ,因为 这 时 A=10D, 已 超过 电子 间 自 旋 配 对 所 
需要 的 能 量 , N 个 电子 全 在 轨道 口上 。N=6 和 ?7 的 Co (0%) 
Со? (4')% D,s28 前 后 也 发 生 类 似 变化 .这 种 变化 对 于 络 离子 
磁性 有 重要 影响 ,出 现 所 谓 高 自 旋 和 低 自 旋 络 合 物 。 如 表 7.4 所 
示 。 


第 二 节 х а 0 9 0 ВЕ 


式 ($.107 ) 中 的 含 是 电子 的 固有 自 旋 角 动 量 ,在 立方 晶 场 中 仍 
保持 角 动 量 算 符 狂 质 , ПАВ К, 的 D' 不 可 约 表示 基 ; 但 因为 立 
晶 场 对 于 无 穷 小 旋转 不 是 不 变 的 ,轨道 角 动 量 算 符 工 已 经 丧失 
了 作为 哈密 顿 对称 群 微量 算 符 的 意义 [ 参见 式 (3.52)] 并 在 群 0 
的 有 限 角度 旋转 元 素 变 换 下 表现 为 型 不 可 约 表示 基 , 故 在 强 唱 
场 表象 中 有 ,有 时 记 为 На, 它 是 А, 型 的 不 可 约 表示 基 ， 
下 面 先 讨论 а 的 旋 轨 分 裂 , 然后 简 述 J" 在 两 种 表象 中 的 旋 
轨 能 。 


一 .立方 晶 场 中 全 的 旋 轨 分 裂 


ИАА атн 2р 谱 项 ,是 群 R; 的 229) 
表示 基 。 在 群 R, 的 子 群 0 中 D? 表 示 对 应 为 双 值 表示 е”--Г,, 
故 只 约 化 为 . 


ех (1, Фе) = (е Фи‘) Фи’ 
或 即 Г,х (Г,ФГ,)-(г,Фг,д9г, (724) 


上 式 中 用 到 了 群 0 的 直 乘 表示 约 化 表 7.3, Ер, 2р 谱 项 在 立方 
场 中 约 化 成 三 个 不 可 约 表 示 , 对 应 三 个 能 级 ,如 图 7.3 所 示 。 这 类 
似 于 在 群 R, 中 约 化 为 :Dy, 和 2Р,,, 两 个 能 级 ,它们 才 是 计 入 АН, 
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后 哈密 顿 的 本 征 态 . 

这 些 能 级 对 应 的 波 函 数 可 以 用 群 0* 的 广义 C-G 系数 «Г, 
, Г, у,1Г у> ЭШ еи» ас Ж |,» В 2.2580 НЯ СРАЗЕГТЭСЕЭН 
ВТ, В а 82751415 АЕБ 11/290-2/2 8155. Й 
如 


ри а»-| ёий-- 方 [> + р» = (0021»а 


(7.25) 


等 ,上 式 最 后 一 步 中 , 波 函 |t,t> 等 已 用 式 (7.12) 代 人 。 从 上 述 三 
个 双 值 表示 中 各 取 一 个 波 函 ,算出 式 (5.107) 的 Н. 在 其 中 的 平均 
值 即 得 图 7.3 中 所 示 的 三 个 分 裂 能 级 , Вр 


573 双 值 群 0+* 不 可 约 表 示 直 乘 的 约 化 


Г | нөх 18 
122121 анж 


Е, Се" ) = ёд 
Е,Сїш ) = – 128, (7.26) 
Е, Сеи’) =0 
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图 7.3 ЕЛЖ На 
а)хРИЙВ ЪЗ ВНА с) ЭН 


ЗЭР а= К, (0) sb )IRwu(r) > 是 旋 轨 耦合 参量 。 考虑 到 
«Эрин ан, еи а> 二 V3/2 Sm, 两 个 4 能 级 应 是 [ 在 以 Pu а> 
和 Peu а> 为 基 的 表象 中 ] ЛИ (И Н) Т 2х2 ВЕЖ 
阵 所 得 的 两 个 本 征 值 : 


| -4р, = 17244 ° у 3/2 а | 
У 3/2 sw 60, 


其 中 Ус, ЖЕАР – 4р, 和 6D, ,HH, 的 对 角 元 则 由 
式 (7.26) 而 得 。 
需要 指出 ,由 于 群 O 各 不 可 约 表 示 和 矩阵 和 基 选 取 的 任意 性 ， 
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(7.27) 


其 广义 C 一 G 系数 也 有 任意 性 ,因而 式 (7.25) 的 波 函 只 是 一 种 可 
能 的 选择 ,但 式 (7.27 ) 的 能 量 矩 阵 元 则 是 完全 确定 的 . 


二 , 强 晶 场 表象 中 d* 的 施 轨 分 列 
S.Sugano 等 把 Н, 写成 VW;(17T) 的 下 述 线性 组 合 
H,= Тг ЗЭН ОТ) +1, Т) 


1. : 
十 57 1.0 Т.) + ОТ) +0, (11,) 


яф а= (0, 土 1) 是 1 阶 球 张 量 8 的 分 量 下 标 ,了 = (x ,有 ,y) 是 人， 
~ N 

型 算 符 工 的 分 量 下 标 ,F_ (1 T) =》s_1(i)t, (Gi) 等。 他 们 并 采 
і=1 


用 拉 卡 对 自由 原 ( 离 ) 子 所 引进 的 算 符 方法 ,用 下 述 类 于 式 5444) 
的 公式 (7.29 ) 计 算 Н, ЕА А ЯЕ ра 


leSTMsr> =|tr (SIT)e"" (ST,)STMsr> (7.28) 
为 基 矢 的 表象 中 的 矩阵 元 
<xSTMsrIFzrGT)kST Mr > 
= (ST]) ?<SMIS 1g><TrIT Tr> 
<aSTIV (OT,)lae ST /> (729) 


式 中 :[5] -25--1,(Г| 是 不 可 约 表示 工 的 维度 ; 自 旋 的 C 一 G 系 
数 和 广义 C 一 G 系数 可 分 别 在 [14] 的 附录 亚 和 开 中 查 到 ;各 а“ 
(N=1,2, 5) 完 全 组 态 中 所 有 上 述 V(1 T) 的 约 化 元 都 可 在 其 
ҮП 中 查 到 ， 

可 以 将 这 种 Н, 矩阵 加 到 (Ho+ Vc+ Н) ВВЕ ЕЭ, 
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以 得 到 计 及 Н, 的 能 级 。 也 可 以 利用 Н, 的 这 种 矩阵 无 去 作 微 扰 
ВЕ. 

J.S.Griffth 在 [12] 的 表 A33 一 A38 ФН Гаг-47 的 低能 谱 
项 的 Н, 矩阵 元 。 表 象 的 基 矢 是 自 旋 轨 道 直 乘 约 化 的 立方 晶 场 谱 
ТОВ [тет "Эд ГГ 9 信 ,其 中 不 可 约 表示 工 扼 TyxF。 显 然 ， 
Н, 的 抢 阵 元 不 依赖 于 基 分 量 r“, 所 以 表 中 不 列 出 它 。 

图 7.4 列 出 了 强 立方 晶 场 表象 中 仿 的 基 组 态 12 的 旋 轨 耦合 
能 级 分 裂 ， 这 种 分 裂 在 光谱 中 表现 为 较 精细 的 结构 。 因 为 通常 
三 价 的 (34)" 离子 ,其 ,的 量 级 为 200cm ',D, 量 级 为 15300cm 
拉 卡 参量 B 为 800cm ,С248, 但 是 , 正 是 由 于 五 ,混合 了 
AS= 士 1 的 谱 项 才 使 得 自 旋 禁 戒 跃 迁 的 强度 实际 不 为 零 , 对 光谱 
的 结构 有 重要 的 贡献 。 此 外, 互 . 的 计 人 对 材料 的 磁性 ,特别 是 顺 
磁 波 谱 有 重要 影响 ,将 在 第 四 节 讲 到 。 


А, 2 2 4 
А / 

ЛИ? 1Е,, УТ. Е,. Т. 
\ Ам 5, 

一 一 -一 

\ Т 

/ м 
\ ps oo 1/2é&y 

Tw 27) 


全 Es» Ты —– 1/2834 
74 ЕЛШ ШИНЖ (1, ) 80 982328 


三 、 弱 晶 场 表象 中 心 的 旋 轨 分 裂 
唐 歼 庆 等 中 把 拉 卡 的 张 量 算 符 方法 延伸 到 点 群 ,特别 是 选 定 
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立方 点 群 0 各 不 可 约 表示 的 基 , 通 过 式 (5.78) 建 立 了 群 SO (3 ) 和 
群 O 的 联系 。 因 而 在 自由 原子 已 有 的 光谱 系数 表 的 基础 上 , 对 应 
延伸 了 的 群 链 , 给 出 立方 点 群 0 (乃至 群 D, 或 р, 等) 中 各 种 矩阵 
元 的 张 量 算 符 公 式 和 式 中 所 需 系 数 及 约 化 元 的 表 。 

[11 的 表 12 给 出 了 必 (NW= 1,2,…5) 完 全 组 态 中 Н, 的 矩阵 
元 ,表象 的 基 是 ld4*nSLTT? >。 在 这 个 表象 中 : H, ВЖЖ 
阵 ; Ho 9 өЗ1ЛЭГГ т 人 ) 是 对 角 的 , 本 征 值 仍 如 表 5.6 所 示 ;Vc 则 对 
В= (STsTT$ 是 对 角 的 ,其 矩阵 元 公式 为 : 


<ат Г.Г 7 Maa ld mS LT yl 了 > 


| 1, 1, 48 : 
= дв, ГІ] Е ) <4%8,1.10%®14%51,> 6 5 А) 
Г, 


1 2 1 


(7.30) 


其 中 UV 是 从 群 SO (3) 的 k=4 的 球 张 量 结构 出 的 群 0 的 да 
型 算 符 ,包括 在 下 列 唱 场 能 表 式 中 | 


Ve= Va = GV § :А302) (731) 


这 里 A= 10D,; 式 (7.30) 右 端的 系数 了 就 是 前 述 他 们 引入 的 联系 
群 SO(3) 和 各 群 O 的 系数 ,可 在 [11] 的 表 11 中 查 到 ;U9 的 约 化 元 
可 在 [9] 中 查 到 . 


第 三 节 低 对 称 唱 场 中 dv 离子 的 能 级 


晶 场 的 对 称 群 低 于 立方 体 群 和 四 面体 群 时 , 4" 离子 的 唱 场 能 
ИХ 就 包括 不 止 一 个 晶 场 参量 (24 ИЖ Рр, 亦 是 这 样 )。 我 们 首先 
以 4 为 例 ,说 明 低 对 称 V 的 结构 和 影响 ,然后 再 简 述 求解 心 能 
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级 的 各 种 表象 。 

一 , 四 角 和 三 角 畸 变 晶 场 中 的 4! 离子 能 量 

比 立 方 对 称 低 的 络 离子 , 其 对 称 群 常 为 群 0;= Ox Ci 的 子 群 
D,= D,xC, 或 Du= D;xCi,, 甚 至 为 群 Dw 或 Dy 的 子 群 。 群 Ds 还 
保留 有 群 0; 的 一 个 4 重 轴 , 群 Dp, 则 还 有 群 0, 的 一 个 3 Ж. т 
们 分 别 被 取 为 Z 轴 , 对 应 于 群 0; 的 四 角 和 三 角 坐 标 系 。 

1. 四 角 畴 变 

0) 从 群 R; 和 子 群 D, 不 可 约 表示 间 的 下 述 相 容 关系 (分 支 
88)” 


р?= А, 
12-4А,9 В,Ф В,Ф Е (7.32) 
р= 24,9 А,ФВ,Ф В,Ф® 2Е 


知 ,k=0,2,4 的 球 张 量 可 分 别 约 化 出 群 D, 的 1,1,2 个 4, 型 算 
符 。 用 投影 算 符 方法 可 作出 这 些 算 符 ,它们 乘 以 44r* 加 起 来 给 
出 р, 对 称 的 晶 场 势能 : 


ү,Ф,уАР-АЛ Л С +A С, -АД (СЪС) (733) 


(2) 设 对 象 是 7 向 配 位 矩 离 R 已 不 等 于 xy 平 面 内 四 个 配 
位 矩 离 R=R 的 (四 角 贿 变 ) 八 面体 配 位 络 离 子 。 则 在 点 荷 配 位 
模型 中 ， 
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0- 2 一 ”十 一 一 一 
А, de (ов К ) 
(7.34) 
У 70 5 7де 
42202 一 | 
A ge ав 14 2К 


和 6 个 配 位 距离 均 为 R 的 正八 面体 络 离 子 的 式 (7.9) 及 点 荷 配 位 
的 式 (7.16) 相 比较 , 式 (7.33) 可 写 为 


и.(Фр,|)-4(0)-ААС-7рсС,9-218,С,9 (7.35) 


з2д6(-1---1- 
其 中 A4e=24e( 玉 ку) 


24е? 1 1 - 
р,- = Св ИН уг (7.36) 


21461 1 үх 
р= р (в 7 вр) 
这 里 的 ЛАО 可 和 正八 面体 的 д0 ЖЕЛ Н, 中 修正 =, 
式 (7.14) 用 直角 坐标 表达 , 易 见 44 不 含 Z 轴 上 两 配 位 离子 贡献 ， 
故 它 和 正八 面体 的 44 相同 ;畸变 所 新 引入 的 两 个 晶 场 参量 D, 和 
D, 当 Ri =R 时 还 原 为 零 , 其 符号 当 尺 ;> R 时 为 正 ， 
(3 ) 注意 到 群 O 和 子 群 D, 不 可 约 表示 间 的 下 述 分 支 律 : 
АА, , 4,=B, , ЕсА(ӨВ, 
(7.37) 
Т,=А, ФЕ , Т,=В,® Е 


可 知 4 在 正八 面体 中 的 t, 和 e 能 级 均 分 裂 为 两 条 。 将 式 (7.35) 在 
式 (7.12) 的 态 间 求 矩阵 元 ,利用 式 (4.52 ) #0 (4.63) 并 略 去 会 Ао 的 
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项 可 得 : 
в (а) = <ецу (Ф, )|еи> =6D,-2D,-6D， 
в 6.) = «еди (Ф, )ео> = 60,+2р,- Р, 

| (7.38) 
є(0,) = «са 0) »--40,420,-0, 
66) = «6 (0, > = – 40, р,+4р,= <.) 


由 此 很 易 作 出 4 的 能 级 分 裂 图 ,为 图 7.5 所 示 


Оз Оһ Dan 
big 
ев 24 
2 
, ~ 
/ `2 а: 
4 
/ 
3d 7 
Ї 
5 
х 
\ 
\ 
А О24 
\ + 27 
NA 2% 2 
ыГЧ 
У св 


图 7.5 四 角 贿 变 场 中 4 的 能 级 分 型 
(4) < (7.35) 是 球 张 量 分量 线 性 组 合 的 形式 。 从 和 群 链 
к,20>р, ж, Аң Co2) 可 写成 算 符 АА ,表明 它 是 由 群 К, 
的 不 可 约 表示 р? 4, Ш к=2 的 球 张 量 出 发 ,经 由 子 群 O 的 不 


可 约 表示 Е 而 结构 出 的 作为 子 群 D, 的 不 可 约 表示 基 矢 4ia 型 算 
符 , 参 见 约 化 分 支 律 (7.5) 和 (7.37)。 与 此 相应 ,参量 7D, 可 写成 参 


量 B.2)。 同 样 地 , 式 (7.33 ) 中 所 含 k= 4 的 项 可 重 写成 : 


од ЗА ГИ Дан АЙ CI +A (CH TCH)Y (7.39) 


(4) 
Алд 
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5 

其 中 Касе | т (СС) 
7 

Vt = С,9- -6 (C44) 十 с) 


这 可 用 投影 算 符 方法 证 实 。 从 而 ,由 式 (7.39) 和 (7.40) 可 导出 А, 
和 4 和 岛 用 4,% 表 达 的 关系 式 , 再 参考 式 (7.34) 可 得 它们 在 点 电 
荷 模型 中 的 表达 式 : 


(7.40) 


48-12 бАРЬ/70 А) = 一 7 2.+-1-)де 
ам 60 В 


(741) 


4 44.5 1 : 
А 75 бай -470 44 )= = т 46 
ЖЮЛ, К,-КН Ад 95 (7.16) "А0 Н да, 
Ве Реа н УТО БА О РЕВЕ НО А НГ 2 л КЬ 
后 ,用 类 如 式 (7.30) 那 样 的 公式 等 矩阵 元 的 ， 可 称 为 群 链表 象 法 ， 
2. 三 角 畸 变 
现 讨论 正八 面体 沿 轴 Cj[ 111] 伸 长 或 缩短 的 畸变 络 离 子 。 这 
时 已 没有 4 重 对 称 轴 , 对 称 群 为 D,= р,хС,. ЖЕРЕ (7.32), 
群 R, 和 子 群 D, 的 不 可 约 表示 间 有 如 下 相 容 关 系 
D0= А, 
12-4А,Ф2Е (742) 
р-2А,9 А,9 ЗЕ 
采用 三 角 坐 标 系 , 由 投影 算 符 方法 可 得 : 
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И. (,) = АРАГ 72С,2-5А2 06С,Ё44214(С,5-05) (743) 


和 式 (7.19) 相 比 , 它 多 出 含 Ао, ВАО АГ СНЭН ЭГ, АР 
的 值 也 有 所 改变 ,这 些 都 类 似 于 式 (7.33 ) 相 对 于 式 (7.9) 的 变化 ， 
类 似 于 式 (7.35),V DD,) 又 可 写成 


У.ФЭ-У.0)-АА2-7р,С,9-210,С,9 (744) 


类 似 于 式 (7.37), 群 О 和 其 子 群 D, 不 可 约 表 示 间 的 分 支 律 为 : 


АА) ， 4,=A, , Е=Е 
(745) 
Т=А,ФЕ , Т,=4, ФЕ 


Н 2815: ЕЛАН 41 89 1, ВЕ УТ: еВ З, 但 
和 2, ВЕР 10 В е ВЕНЕ ТЕН (8 29 8 НЕ 1 — 
点 )。 ЖИТ (7.35) 9] (7.38), Ж (7.44) Ж (7.20) 的 
态 函 间 的 矩阵 元 ,得 

е0) = Co)= 一 4D, 一 2D, 一 6D， 


8 人 2e)=80c) = –4р,+р,+2р, /3 


(7.46 ) 
s€ e)=s(us)=6D,+7D./3 
<txslV Феи. > =V2 (,-50,/3) 
其 余 非 对 角 甜 阵 元 为 零 。 不 计 两 e 坊 之 间作 用 时 
(2,6) е (@, а,)=3р,+ 20р, /3=А' (7.47) 


为 三 角 分 裂 能 。 沿 Z 轴 伸 长 的 畸变 对 应 的 A>0, 4025 
а> =|,х,> = 0> 的 能 量 最 低 (其 电子 云 沿 Z 轴 极 大 ), 如 图 
7.6 ж. 


ЦЭ 2 ев 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
~~ 3 
| -. Га 


10р, 
Е ? А 
Га 
2в, oo 
р 24 шат 4 + 
2104 ИИ і “420 Га Г5 
гээс. д“ 

“ы 2816 | КА , гі 

Or 正八 面体 场 за 三 角 上 畸变 场 旋 轨 分 裂 


图 7.6 = яна АЕН 


从 群 表示 链 看 , СОУ, 


Wma = Соу 10/7 (C 一 C3) 
. (7.48) 
0С; 1. 7/10 (29-05) 


当然 这 些 都 是 写 于 三 角 坐 标 系 中 的 。 
二 , 低 对 称 晶 场 中 心 离子 的 能 级 
1. 弱 唱 场 表 象 


М 
如 第 一 节 , 选 (4":51.М,М,» у, 8438 ДР ) 写 为 


2,С,9(9, Ф) Ви АС 产 的 线性 组 合 (其 所 含 的 项 用 
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类 似 一 中 的 方法 决定 )。V 的 矩阵 元 用 式 (7.23 ) 计 算 。 在 这 个 表 
З.Н, ЯН, 的 矩阵 都 是 对 角 化 的 ,但 HH, 的 矩阵 元 要 从 式 
(5409) 进行 变换 为 09 : 


«4"ц81.М,М,Н.4 5 1./М,М,/» 


= 2 СЕ 8-3, 1101 1) «481и 14% WAY 和 /> 


s 1 5 L 1 L 
У ( ) ( ) (7.49) 
т \- М; —m М; 4-м, т М/ 


其 中 V7=W WY6 的 约 化 元 可 查 表 [9] 得 到 ， 

对 角 化 (Go+ Ho+ УСН) 09 ВЕ ре, 就 可 得 到 4" 的 能 级 ; 
也 可 在 对 角 化 时 不 计 了 豆 , ( 硬 用 它 的 矩阵 元 最 后 作 徽 扰 修正 ), 这 
时 自 旋 不 同 的 态 的 能 量 可 分 别 用 不 同 矩 阵 去 解 ,矩阵 维度 可 大 大 
降低 。 

蝇 场 对 称 性 很 低 (例如 ВеА1,О,: Сг" 中 的 Cn: 处 于 С, 对 称 
环境 中 ) 时 , 唱 场 参量 数 很 多 (例如 8 个 )。 甚 至 参量 总 数 多 于 可 
得 到 的 光谱 数据 个 数 , 使 参量 拟 合 不 能 进行 .作者 和 刘 世 字 09 在 
等 效 电 荷 模型 中 仅 将 ВАГ 式 (7.6) 和 (7.15)] 中 的 两 个 gz 
(k= 二 2,4) 作为 拟 合 晶 场 参量 ,结果 表明 这 是 一 个 值得 尝试 的 近似 
方法 ， 

2. 立 方 晶 场 表 象 

在 Tanabe 等 的 立方 晶 场 表象 中 , Н, Нож Н, 的 矩阵 元 已 分 
别 在 第 一 和 第 二 节 中 讲 过 。 利用 式 (7.37) 和 (7.45) 之 类 的 分 支 律 
和 有 关 讨论 ,可 将 四 角 或 三 角 对 称 的 晶 场 能 V( 在 四 角 或 三 角 群 
中 是 4, 型 的 ) 分 别 写 为 群 0 437025 Ү(Е)Ж У, (Т,Ж, + 
用 群 0 中 的 魏 - 艾 定 理 计算 Fe 在 式 (7.28) 所 示 的 波 函 之 间 的 矩 
阵 元 。 这 样 做 时 ,种 要 知道 V(E ) 在 这 些 N 电子 态 中 的 约 化 元 
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«а2(5Г,)е"7"(5,Г,)85ГЇ Р (Е)Ї (ST )е”"“ (5, Т,Э8 Т 


或 V(T,) 的 约 化 元 。 为 此 ,可 利用 [14] 中 给 出 的 立方 场 的 行列 式 
波 函 ,而 将 它 表 为 v ,在 单 电子 态 ( 仅 t, 和 6 两 种 ) 间 的 约 化 元 
«ер (е)е» , «аш (е)Її» 8 < ео (1,)Її», «110 (,)|е» 的 
线性 和 。 这 种 单 电子 约 化 元 含 径 向 积分 ,可 作为 唱 场 参量 处 理 ， 

也 可 用 唐 歼 庆 等 中 的 群 链 式 标志 的 立方 (甚至 更 低 对 称 的 ) 
场 表 象 。 其 中 , Ho、 Н, УНА ВБИ 的 矩阵 元 计算 已 在 前 节 
末 讲 过 。 对 唱 场 能 И 的 低 对 称 项 也 可 用 式 (7.30 ) 那 样 的 方法 算 
其 矩阵 元 , 因 算 符 已 不 是 群 0 的 4 型 (而 是 例如 E 或 TT 型 ), 因 
而 矩阵 仅 对 (ST ) 是 对 角 的 。 这 种 表象 中 , 低 对 称 络 离 子 问题 所 
要 对 角 化 的 矩阵 维度 当然 比 立 方 络 离子 的 要 大 些 。 


第 四 节 ” 睛 场 中 的 塞 曼 分 裂 波谱 


在 磁场 中 , 络 离子 哈密 顿 的 对 称 性 一 般 要 降低 , 当 磁 场 沿 着 络 
离子 某 一 对 称 轴 方 向 时 , 哈密 顿 即 成 为 沿 该 轴 轴 对 称 的 ， 络 离子 
的 自 旋 会 沿 该 轴 量 子 化 , 而 轨道 矩 在 晶 场 中 完全 深 灭 或 部 分 深 灭 ， 
这 影响 到 旋 轨 作用 能 以 及 顺 磁 分 裂 的 Lande 因子 ,需要 作 具 体 分 
т. 本 节 先 讨论 立方 场 中 基 项 轨道 矩 淳 灭 和 顺 磁 分 裂 ,然后 简 述 
低 对 称 络 离子 的 顺 磁 分 裂 谱 。 它 们 和 波谱 学 有 密切 关系 。 


一 .立方 晶 场 中 心 离子 基 项 的 轨道 矩 济 灭 和 塞 曼 分 列 


1. 轨 道 淳 灭 

立方 晶 场 中 必 离 子 的 轨道 态 已 不 是 用 轨道 矩 量子 数 了 和 
М, 而 是 用 群 0 的 不 可 约 表示 下 和 нБ. НН, ӘКЕГЕ 
T 型 算 符 ,已 如 前 述 。 特 别 是 ,能 量 最 低 的 基 项 + 芽 中 工 的 平均 
值 当 FT xT 不 包含 T 时 将 为 零 。 由 群 0 表示 直 乘 约 化 ( 表 7.3) 
知 
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仅 当 工 = 九 或 隐 时 工 的 平均 值 不 为 零 , 且 疡 的 量子 数 为 1; 

Гед А, ЕН, ВНУК, БНА, 

从 立方 晶 场 表象 看 , изг Н тече 
对 应 ， 如 前 所 述 , 晶 场 分裂 能 10D, 与 自 旋 反 向 配对 能 (由 拉 卡 参 
量 B 和 C 的 线性 组 合 表示 ) 的 竞争 决定 电子 填充 1, 或 。 能 级 的 状 
况 ,从 而 有 高 自 旋 和 低 自 旋 两 类 络 离子 。 具 有 群 0, 和 T, 对 称 性 
的 d" (N=1,2,… 外) 离子 基 项 的 这 种 分 类 见 表 7.4， 


表 7.4 八 面体 和 由 面体 络 离子 的 基 项 


0.) Т,, 
02) 1, 


02) “4,, гэ) Т, (eaPE 


(47 E, ут, (42) Т, ГЭ” 
(ee ) 4 суут, | (et2) 4, (et ) 7, 


(te T,, (5) 74, (еїг):Е (12) Т, 


үеут, (De ) Е, (ed )А, 
(be 了 4， (еч, Т, 


. (БЄУЕ, (ё:2УТ, 


ЖОЛРОН ЖИН АВЕ Г ЭН ВЭ 1 РЫН ЭН, ӨР ХН) 
基 项 预期 有 不 为 零 的 轨道 磁 矩 。 所 以 ,根据 表 74,ЭВЭЧ ЭГ ЭН 10 
测量 可 判定 是 群 O 还 是 T, 对称 性 等 。 
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2. 塞 曼 分 列 
ЯМ УН 引 人 的 附加 能 量 ($.115 ) 可 重 写 为 


5 102 > М 
Н, = ВН , У 0,+25,) = Hz (12+ 25;z) 
і=1 i=1 


现 讨论 八 面体 场 中 d(TF!* ) 和 本 (NF ) 两 个 例子 。 


如 式 (7.24) 所 述 , УЯН, ЕНТ, d! 的 基 项 :T, 分 裂 为 
4 = Г, 和 e” =T, 两 个 能 级 。 且 ,在 式 (7.25 ) 的 基 项 波 函 | 如 /> = 
(一 让 |2 1>w 中 的 对 角 元 : 


«21082530 Т»ВН,-8(-142х 六 JpH:=0 (7.50) 


可 证 Ни 的 其 它 三 个 态 中 的 对 角 元 也 都 为 零 , 即 轨道 矩 的 贡 
献 和 自 旋 矩 的 贡献 抵消 。 故 一 级 近似 下 能 级 的 四 重 简 并 不 分 
裂 ,Lande 因子 g=0. 妃 jw 在 e" 的 两 个 态 中 对 角 元 分 别 为 ЁЭВН,. 
即 有 2 有 BH ,的 分 裂 。 进一步 , 因 <е" и" |Ни а^ = <е" о Ни 
иъ > = 一 V2 有 BH,。 所 以 即使 不 计 式 (7.27) 的 非 对 角 元 ( 即 不 
е 项 通过 Н, ВА), АЧ, епи 351 Н, 的 混合 
时 ,也 有 精细 分 裂 , 为 计 及 这 种 分 裂 , 可 将 能 量 (V+ 日 ,+ Hw) 在 基 
项 4 中 的 矩阵 对 角 化 ,结果 能 级 Я атн 2136, 94% 
3, 整个 塞 曼 分 裂 图 如 图 7.3 右 端 所 示 > e 和 и сал Еф 8] 
八 面体 中 下 的 基 项 ;4,,= 工 ,Xx А2-Г,, Н5= 16А Т, 
表示 。 其 第 一 激发 项 (be?)37 ,= 全 ,x 卫 ,中 也 含有 工 ; 项 , 见 图 7.8 
的 左 端 所 示 。 甩 ,可 混合 这 两 个 ;项 ,使 基 项 态 函 之 一 近似 为 


Г,> = 4,,Г,6> — 0/5 А10р,)РТ, Г;Ё> (7.51) 


这 里 4= – 2/2. Н, ЖТ, ЕЛӘ (6, у, С) ВЕ 
元 可 算出 分 别 为 
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(0-8410р38Н, ,0 , — (2—84/10р,)ВН. 


所 以 Lande 因子 д-2-84/10р, 


其 中 含 4 的 项 是 由 于 Н, ЇЕ Т, 项 混 人 基 项 ;4 所 导致 的 修正 . 
若 不 计 它 , 基 项 4x 的 轨道 矩 为 零 , 故 g= 2. 


二 低 对 称 晶 场 中 的 顺 磁 分 裂 谱 


可 证 0 矩阵 元 (7.49) 当 信念 算 人 ) = (п SL) 时 可 化 成 8. 工 
НЭЭВ РЕЛ,, 4712, 有关, 关系 因 (1 SL ) 不 同 而 不 同 。 

对 于 弱 晶 场 中 的 自由 离子 基 项 (4“ц9Ч,),  Нопа 规则 : 
25 = тіп (№,41+2- №). ЖА (051), ЮЗЕРА М,-5 和 
Mi; = 上 #25, {Н (5.107) % Н, 和 45§。 的 平均 值 ,得 : 

” 当 N<21+1 时 ,此 态 为 各 m,=1/2 的 本 征 态 ,从 而 Н, = 

Ут, CuL/2=4SL, 故 4=&,/ (25); 

当 N>21+1 时 ,考虑 其 空 欠 相互 平行 ,&,, 和 电子 的 符号 相反 ， 
故 1= 一 61/ (25); 

当 N=21+1 时 , 基 项 了 上 =0, 故 互 .=0. 

我 们 讨论 晶 场 中 基 项 的 塞 曼 分 裂 , 用 只 涉 自 由 离子 基 项 
Фир, 内 各 晶 场 态 函 的 微 扰 论 已 够 , 故 可 令 本 ,= 13S, 工 ,并 将 


Ё,=Й,+ 8—45: +В - (+28) (7.52) 
作为 微 扰 能 处 理 。 
1. 29095101 —— ЕЖ К 
А Б ЖЕН БИН л К, ЈА Н, 5РВИН 
Е,0= < у> =28 厅 .有 (7.53) 
Lande 因子 9=2 
例如 ,三 角 场 中 在 的 基 项 是 立方 场 基 项 半分 裂 出 的 如 ,其 零 
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级 轨道 波 函 是 式 (7.20) 中 的 xo。>。 而 轨道 甜 1 在 三 角 场 中 属于 
名 e 表示 ,因为 аха = аа, е, ЖЕЛЕВ а, ЧА 
均值 为 零 。 从 而 ,这 时 Lande 因 了 于 9gi= 纪 =2, 纯 由 自 旋 矩 贡献 。 
2. 一 级 近似 -一 9g 因子 各 向 异性 
求 式 (7.52) 的 Н, 对 基 项 能 量 的 微 扰 修正 ,并 暂 保 持 自 旋 $ 为 
算 符 ( 即 波 函 只 取 轨 道 态 ): 


Ер уй,» УЙ (0 EE) (7.54) 
式 中 必 ,> 为 属于 同一 dy*"L 的 不 同 于 р> А 


Ин Ч», 因为 这 些 Tr 态 互相 正 交 , 故 而 < 如 28y > 将 为 
0 而 可 以 略 去 这 种 项 ,再 代入 式 (7.53 ) 到 式 (7.54) 中 , 则 有 


Ер-288-8-1| <А +В), > (Е, E,) 
п%0 Р 


= [28(5,-АА,)8,9,- 2,55, РАНА] (7.55) 
і} 
其 中 
Ау) «ӨЛ» «уй» 1 (Е, Е) (7.56) 


为 二 阶 笛 卡尔 张 量 6 ,j=x,y,z)。 因 8 是 厄 米 算 符 , 所 以 计 及 自 
旋 波 函 后 ,可 用 它 在 基 项 中 的 本 征 值 代替 它 ， 
取 式 (7.55) 的 一 级 近似 ,有 


Ё,)-У28(6,-4А8Н, (7.57) 
这 
这 表明 基 项 在 外 磁场 中 的 能 量 分 裂 将 由 其 自 旋 本 征 值 决定 (轨道 
ЖУК А). 相应 的 Lande 因子 
9;= 2 6,- 344) (7.58) 
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是 各 向 异性 的 . 

例 =, алдн. 

如 式 (7.46 ) 和 图 7.6 所 示 , эг уна 20101, ЧЕ-:31 9238 2) 
裂 出 基 项 7 (ta ) 的 轨道 态 是 lixo> ,激发 项 :ze) 的 态 是 хү». 

计 及 Н, Жут а 20101, АЛЕ (,х»-ВЯ (х >а 
间 的 如 下 和 矩阵 元 


Ёс Ни >a= 0415 = 1415 


三 角 场 а Ж а =е'=Г, КЕНЕНИ 7.6 右 端 所 示 的 
Te=(T, 旬 Ts@T,) 的 波 函 .从 而 ,从 平行 或 牌 直 于 三 重 轴 Z 的 
外 磁场 所 导致 的 基 项 ?gl=T 的 分 裂 可 证 : 


ас--1 АЛ 20 A 千 襄 +282] 


алгана” АЛ 2 уна 1 АТ 


这 相当 于 式 (7.58 ) 的 结果 。 
当 б> А 1 5020, 即 式 (7.50) 所 述 情 况 ; А-28 
gl 59:52, В (7.53) ТЖЕ. 

А2) р, 6 4° (Си? ) 基 项 的 g 因子 

АА Л, 3326, 的 轨 函 为 式 (7.12 ) 中 场 函 lep> = do ，， 
如 图 7.7 所 示 。 

ЖН 21 (80 ј= 2), 9 1,40 у-214, „й (7.56) 
Їй,» =4,,, А, = 4А, В 人 ,=A, .=0。 由 式 (7.58) 有 
=2 (1 一 44/A1) 其 中 Al=E(d,)-E(d; y). 

ЖИЙН ЭД ХМ(80))-Х),81үА, у--44, 5-8» 4,» 
А..= 1А, А А,.5А,-0, 88 
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їе 


一 一 一 一 
а.) ,7 
一 一 一 一- 一 


А л 
/ МоНС 079) 
一 一 一 
1 х Л 
(4°) | Хх. зь 
\ / 
\ 143644,2 у 
\ е 7 
м 26,64,22) 
六 一 
~ Л 


图 77 дш а (Cu” ) 的 能 级 分 裂 


g =2(1-ХА,)ЖФА,= Е(1,) Е). 

В.Д УДЛИНК, 2ЕЛГа, 899588: 4». 

车 磁场 沿 Z 向 , 则 因 工 4=0, 故 A,,=Aw=A,=0。 从 而 

9122 

车 磁场 沿 XX 向, 则 因 1,4--4/3 45-94 №,> =4,, 
А,-3/А, Н.А,-А,-0. Жї 

91=2 (01-34 А,) Ж А,-Е(4)-5Е(45) 

上 述 结果 表明 ,g 因子 是 各 向 异性 的 且 和 络 离子 结构 密切 相 
关 


3. 二 级 近似 一 一 零 场 分 裂 和 自 旋 哈 密 顿 
О) 零 场 分 裂 式 (7.55) 当 外 磁场 H =0 时 为 


Е,0)= -У.2А,5,5, (7.59) 
іј 


A. 对 轴 对 称 场 ,以 基 项 各 态 共同 的 本 征 值 S(S+1) 代 替 S2 上 
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式 可 重 写 为 
Е(0)--21А:86-1)-(А:-4А6282 
=D[S2—S(S+1)/3] -20А,+А,)8 6+1)у3 (7.60) 
其 中 D=2(A -Ai) | (7.61) 
在 立方 对 称 时 为 零 。 式 (7.60 ) 的 第 一 项 
Е'0)=р52 (7.62) 


的 值 随 5, 本 征 值 而 变 ,造成 所 谓 零 场 分 裂 ， 其 余 各 项 不 导致 这 种 
5838. | 

例如 ,[Ni(H,O )qgS 下 ,中 МР (34 ) 处 在 三 角 对 称 的 D,, 晶 场 
中 ,其 基 项 属 八 面体 的 ?4,。 在 Dy 场 中 轨道 4, 不 分 裂 ,但 自 旋 
S= 1 的 三 重 态 分 解 为 (4x+ 已 ), 对 应 S,=0 和 土 1 的 三 个 态 。 在 
Ж (7.53) 的 零 级 近似 下 ,H =0 时 不 分 裂 ， 但 按 二 级 近似 的 式 
(762) ,要 分 裂 为 两 个 能 级 : 


6=ES.=0)—E‘(S=+1)=-D 


这 里 S,=0 的 能 级 是 Dy 场 中 的 自 旋 轨 道 А,ХА ty 4 能 级 ， 
5S,= 土 1 的 是 Ex 4,= EE, 能 级 。 

可 以 给 此 例 中 的 零 场 分 型 以 一 个 直观 的 解释 . 如 式 (7.51) 和 
图 7.8 тях, Н, 丑 的 立方 基 项 :4 也 中 混 有 ?的 波 函 ,或 三 
角 基 项 的 自 旋 轨 道 (4 , 已 ) 混 有 :3T> 的 部 分 自 旋 轨 道 (4。 ,五 ,大 
(4,9Е,) х (4, ФЕ,) хую Т, 分 裂 成 三 角 场 谱 
项 -4 由 :而 S= 1 的 三 个 自 旋 态 为 群 Du 的 (4,9 EE,) 表 示 基 
民间 和 矩 记 为 K)。 所 以 三 角 基 项 的 自 旋 轨道 4 和 互 间接 感受 到 
35412138 К 而 产生 零 场 分 裂 5。 具 体 计算 给 出 
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ст,оГ, 一 К 
ос 网 
A=10D, 
A 
chaom | 一 一 一 一 一 一 < 一。 
本 E 3 +! 


图 7.8 Ю.8 Мі" (34!) 45 89385552) 34 


5=8K12/A= – р 


这 里 A = 10р, ,К>0. 
了 .对 低 于 轴 对 称 的 场 ,由 式 (7.39) 可 导出 如 下 的 零 场 分 裂 能 


Е (0) =052+Е(52- 52) 


因为 AS? 十 А,52= АА. (5,2 52) + А+ 


2 


А (82452) 
这 里 (52-52)-51-5 81539848 816 8(8--1) 85498 DS2 项 
中 ,而 (S, 一 $7) 则 导致 新 的 分 裂 , 且 上 式 中 的 

| Е= (А. Ау) /2 


зд, Мі (МН, ), (80О,),56Н,О Ф NE 的 格 位 对 称 比 三 角 或 
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四 角 轴 对 称 还 低 , 故 其 基 项 在 零 场 中 分 裂 为 3 个 能 级 . 

对 于 含 奇数 电子 的 离子 , 零 场 分 烈 不 会 解除 Kramers ЭС. 
例如 Cs Cr (80,), • 12Н,О 中 Сг (34°) 803550 5А,0 525593 
为 两 个 仍 保 持 Kramers 二 重 简 并 的 能 级 。 

(2) 顺 磁 分 裂 波谱 中 的 自 旋 哈 密 顿 

当 外 磁场 上 H 关 0 时 , 式 (7.55) 可 写 为 波谱 学 中 的 自 旋 哈 密 屯 
H,, 它 给 出 了 一 个 包容 各 可 测量 g,D 和 已 的 简单 理论 框架 。 测 
量 了 这 些 量 后 ,可 获得 有 关 电 子 组 态 ,轨道 ,能 态 及 化 学 键 的 信 


Я. 
A, 对 于 轴 对 称 晶 场 , 略 去 式 (7.55 ) 中 含有 ?的 项 及 常数 项 有 


Нуза, BH: St giB HS.+H,S,) +082 
例如 对 前 述 [Ni (Н,О ) Ј51Е, 施加 平行 于 2 轴 的 磁场 Н, Ч 
H,=gBH 5,+ 052 
其 基 项 ?4, 5,1,0, 1 Аар з Л 8, ЯЛАРГА АВЕ, 
0 1: и-а BH +D 
-1-8 0: а= ВН р 
B .对 于 低 于 轴 对 称 的 晶 场 
йг 8НЗ љан анж + ECG 


例如 对 前 述 Ni(NH,) (SO,),， 6НО 00504, 12: 8.85 5-3 
出 的 34，, ЧН 平行 于 量子 化 轴 Z 时 


Н,-ВоН8,4082---Е 62453) (8895-5815) 
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使 之 分 裂 为 3 个 能 级 ,对 应 的 3 态 已 不 是 5, 的 本 征 态 (E=0 时 才 
是 ); УН РАР ХЕ 


Н,= В.Н 8,+ 082+ 2 Е (5,2+8 2) 


使 之 也 分 裂 为 3 个 能 级 , 对 应 的 3 态 即使 E=0 也 不 是 5 或 8 的 
本 征 态 ( 仅 当 亡 =D=0 时 这 3 态 才 是 5, 的 本 征 态 )， 

自 旋 哈 密 顿 在 顺 磁 微波 波谱 学 中 有 重要 的 作用 。 但 要 全 面 地 
研究 波谱 , 还 需 涉及 核磁 矩 和 其 它 精细 作用 ,本 书 不 讨论 这 些 问 
ШТ. 


第 五 节 Р НЯН Jahn 一 Teller 效应 


以 前 几 节 的 讨论 都 是 在 络 离 子 模型 的 核 构 形 完全 不 变 的 假定 
下 进行 的 。 事 实 上 , 核 可 以 运动 , 核 构 形 可 以 变动 ,这 种 运动 可 用 
第 二 章 第 七 节 的 正则 振动 或 声 子 来 描述 。 声 子 和 电子 运动 会 互 
相 耦 全 ,所 以 络 离子 是 一 个 声 耶 ~ 电子 运动 系统 。 本 节 首 先 要 引 
入 计 及 这 种 耦合 的 描述 络 离子 运动 的 哈密 顿 。 显 然 这 种 炮 合 有 
多方 面 重要 的 效应 。 本 节 讨 论 其 中 一 种 , 即 有 关 核 构 形 的 
Jahn 一 Teller 效应 。 第 七 节 讨论 1 一 1 跃迁 光谱 强度 时 还 会 涉及 这 
种 耦合 ， 


一 、 声 子 -ЊРМЕЖИН 


(1 ) 在 绝热 近似 下 ,可 将 络 离 子 的 中 心 离子 实 ( 除 放电 子 系 以 
外 的 满 壳 层 离子 实 ) 及 所 有 配 位 离子 合 称 为 “ 核 满 系统 " , 简称 为 
“ 核 " 。 其 几何 配置 称 为 核 构 形 (nuclear configuration ) , 简 记 为 及， 
平衡 核 构 形 记 为 尺 ,.。 此 “ 核 " 系统 能 量 及 ,为 动能 Т, 和 互 作用 位 
ЕУ ОА ЈУ, (Е,)/46=0): 
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Н,К)-Т,8У,(К) (7.63) 
价 电子 系 广 的 位 置 简 记 为 区 ,在 平衡 核 构 形 下 此 系统 能 量 
н. (х,Е,) = №,+ И. (Х.КЭ--Нү() (7.64) 


其 中 VY (5, КВО ВОЗЕ НО 3888 (07.3), Но) 3 (71) Ф 
的 Н, .М№, 为 Н, 的 本 征 值 。 

核 构 形 对 К, 的 偏 移 简 记 为 全， 在 晶 场 模型 中 , 它 所 引入 的 价 
电子 系 和 “ 核 " 的 相互 作用 记 为 


Н, 0,0) =. 0.) - и. (0.Ё,) =. (5.0) (7.65) 
这 是 因为 9= 六 六， 
于 是 ,整个 耦合 系统 总 哈密 顿 
H=H,(R)+H, б, Е) +Н, (5,4) (7.66) 
平衡 构 形 ( 指 耦 合 后 的 平衡 构 形 ) 主 要 由 


.& 、 К 
И(Е) =, (К) + №, + «уи, К) > (7.67) 


НЕН у=, К) ТЕНК. 

(2) 对 于 一 个 确定 的 及 ,为 描述 “ 核 " 系 统 的 位 移 运 动 可 以 如 
式 (2.118) 和 (2.120 ) 那 样 引入 正则 振 模 ч, ТАЖ: О, 和 总 位 移 
矢量 a= Eo, 见 式 (2.123)]。 于 是 ,在 简 谐 近似 之 下 ,可 把 Н, 


写成 式 (2.126 ) 的 形式 ,其 中 位 能 中 (及 ) 即 由 式 (2.122 ) 表 示 。“ 核 " 
系统 运动 的 量子 力学 描述 要 用 如 下 波 函 数 “ 


оа) = По, (0,) (7.68) 


– 254 – 


其 中 gu (@.) 是 正则 坐标 为 @,. У п, КЭРИ, 
例如 ,正八 面体 络 离子 共 7 个 离子 、21 个 位 移 自 由 度 。 用 第 
二 章 第 七 节 的 方法 可 得 它们 按 群 0; 的 不 可 约 表示 作 如 下 分 类 : 


质心 平移 : Т, 
络 离子 转动 :Tl (7.69 ) 
振动 : А,.ЁБ,,Ть,.Ть . Т, , Т, 


图 7.9 形象 地 表示 出 类 似 于 图 24 80, 正八 面体 的 4,、E, 和 T, 型 
и. Я, 例如 Е, 型 振 模 的 正则 坐标 


1 
QF, = гӯ) (22,А2,— х,АХ/-у, Ду,) 


(7.70) 


V3 


Qp= 一 У (х, Ах, у. Ау,) 


ХОР x 为 第 i 个 离子 平衡 位 置 的 直角 坐标 , Ах, 为 相应 的 对 平衡 位 
置 的 位 移 坐 标 其 余 类 同 。 将 Ax, 换 为 位 移 基 矢 广 ,… 很 易 由 式 
(7.70) 得 到 图 中 的 ил, 71 14,» 如 第 二 章 第 七 节 一 3 中 所 述 。 

(3) ЕЕН Н, (2) = (Х,4) 811343 5 (7.65) 由 
г.с, В) вие, ЯВ ХИ ЛИВЛЕӨР ЭН. 9) 
如 在 直角 坐标 系 (原点 在 中 心 离子 核 上 ) 中 写 出 V(X， ) 再 将 及。 
对 应 的 各 x ,yy 等 换 成 (+ Ах). (+ Ду,) 等 , ДИЗ ЈИ, (х, К), 
于 是 , 由 式 ( 7.65) 得 到 的 Уу (Х,4 ) ЖЕЖ х, Ах, 之 类 的 项 ， 
再 利用 式 (7.70) 的 六 变换 式 [ 有 如 式 (2.120) 的 逆 变 换 式 
(2.121) ] ,就 可 把 也 ,表示 为 正则 坐标 0, 和 电子 坐标 区 的 函数 . 
在 通常 的 形式 讨论 中 , 常 将 是 , 按 О,ЭНХЛЕЛ: 


н,@л) =Ур0,+У w,,Q,Q,+* (7.71) 
й ИУ А 
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А П, = а = 


Р 7 А 
-.. ,' ~ ах ГЭ -.. .. . -. 
№ 4 
1 . 
О1 Аа) Ol Fv ) } 
ши Оз| Ев) 
л е . 
. 2| е . | < 
Ы ГА 
1 ， 207 
4 -- 
27 (7..7) Qs Та ) ОТ.) 


图 7.9 正八 面体 络 离子 的 偶 字 称 振 模 


其 中 只 和 w.,, 都 是 电子 坐标 的 函数 。 因 为 对 于 络 离子 对 称 点 群 
G 的 操作 同时 作用 于 电子 坐标 和 配 位 离子 坐标 的 变换 ,HH, 是 不 变 
的 ( 即 为 群 G 的 全 对 称 表示 的 基 ), 所 以 p, 和 О, 的 变换 性 相同 
[ 属 群 G 的 同一 种 不 可 约 表示 基 , 参考 式 (2.171) 并 注意 0,、 р, 等 
为 实 量 ],W,, О, 0, 的 变换 性 也 相同 . 
НЕ АЗЕ ӨВ 


Ф.С), Ё, ) (7.72) 


已 不 能 很 好 的 描述 这 个 耦合 系统 的 状态 ,但 可 借助 本 征 函 数 系 
9. 凡 , 用 它们 的 各 种 近似 线性 组 合 来 描述 耦合 系统 的 状态 和 由 Н, 
引起 的 各 种 效应 。 
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二 , 核 构 形 的 Jahn 一 Teller 畸变 


1. 正八 面体 Си 络 离子 基 项 的 J- 工 分 列 

首先 以 Cu+ (3 妈 ) 的 正八 面体 络 离子 的 基 电 子 项 ?e 为 例 讨论 
它 和 E, 型 振 模 耦 合 后 产生 的 效应 ， 现 以 e 的 两 个 轨 函 |ex> 和 
lev>[ 式 (7.12)] 为 表象 的 基 来 写 式 (7.66) 中 和 0, 有 关 的 位 能 
『 人, 信 = 太 (人 R)+ 丽 信 , 人 ) 的 能 量 和 矩阵 .为 数学 处 理 的 方便 ,引信 
抽象 的 二 维 位 形 极 坐标 p 和 0 来 替换 两 重 简 并 振 模 巨 的 两 个 正则 
坐标 Qu О, ,即将 式 (7.70) 作 如 下 的 变数 变换 


QF,= pcos0 27554711: (773) 
жна О, ӘЛ, Й, (К) У, (R) 的 零点 , 则 : 
И.) = У, (К)+Н, RH) 


1 
Ш 2 од (026 02.) + р, Eut рь, 


1 
5 ар? + р(р,соѕ0 + psing ) (7.74) 


利用 ExE>E 的 广义 C 一 G Ж ЯА рр Нва Ат 
下 不 为 零 的 矩阵 元 ( 记 作 A): 

= – <еи|р,|еи> = <ер\р|ер> 

= <еџр|р|еи> = <еиј|р|ер> (7.75) 
从 而 矩阵 
4 ppAcos pAsing 


уб} 2 


| 1 ，， | (776) 
рАѕіпб 了 op +рАсоѕб 
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其 本 征 值 为 Е= 一 о?р+ рА (7.77) 


式 中 正 负 号 分 别 对 应 的 态 函 为 


[6+ > =5іп 0/2 |ви> + соѕ 0/2 |80 > 
(778) 
|6 > = с05 8/2 |ғи> — 50 0/2 |> 
注意 上 式 的 线性 组 合 系数 和 0 亦 即 正则 坐标 Qs 有 关 一 Qs ЖАА 
值 时 ,电子 态 也 随 之 改变 , 显示 电子 运动 和 声 子 的 耦合 ， 将 式 
(7.77) 对 p 求 微 商 得 到 能 量 极 小 值 Е, 和 对 应 的 po 如 下 


po= FA/ (7.79) 
E,= — Ау 20? (7.80) 


因 4 不 为 零 , 故 pm 不 为 零 ， 上 式 表 明 :p= (Онор ) 取 po 值 时 
耦合 系统 的 能 量 会 降低 。 亦 即 , 耦合 能 Н, 导致 新 平衡 构 形 的 出 
现 。 由 于 E, 模 不 是 全 对 称 模 А, ӨС 7.9 可 见 , 对 应 0,30 的 
po 新 平衡 构 形 对 称 性 降低 ,同时 在 此 新 构 形 ne 下 原 简 并 的 |eu> 
和 ер» 能 级 分 裂 。 根 据 式 (7.77) 并 参考 式 (7.79), 得 到 此 分 
裂 的 能 隙 为 E, - Е -20,4-142420/02(,-А/0 时 Е, > Е), 
如 图 7.10 所 示 。 

在 这 个 特例 中 ,只 计 及 已 中 和 rz 的 线性 项 时 所 得 能 量 极 小 对 
式 (7.73 ) 中 的 0 是 简 并 的 ,因而 不 能 确定 新 平衡 构 形 对 应 的 Ө Вр 
Qs/ Qs 的 值 。 车 再 计 和 人 式 (7.71) 中 的 二 级 项 (特别 是 Qs Qs 项 )， 
把 它 的 和 矩阵 元 加 到 式 (7.76) 中 去 , 则 解 得 的 本 征 值 含 有 正比 于 
p*cos30 的 项 。 从 而 ,能 量 极 小 对 应 9.=0,2x/3 , 41/3. 3 0,48 
对 应 相同 的 能 量 极 小 值 ,分 别 相当 于 沿 Z,Y,X 轴 伸 长 (并 沿 与 
之 垂直 的 两 方向 压缩 ) 的 畸变 平衡 构 形 ,例如 ,0,=0 相 当 于 Ол, 
和 0.=0, 参见 图 7.9 可 知 它 对 应 沿 Z 轴 伸 长 的 畸变 。 顺 便 指出 ， 


一 258 一 


若 放弃 简 谐 近似 , 引 人 正 比 于 pxos36 的 非 谐 能 量 项 , 则 当 它 比 上 
述 非 线性 看 合 中 正比 于 pxos30 的 项 占 优势 时 , 能量 极 小 要 求 
0,-1/3,35/3,5:/3, 这 对 应 沿 一 个 方向 压缩 (而 沿 与 之 垂直 的 
两 方向 伸 长 ) 的 畸变 。 畸 变 后 对 称 群 都 降 为 р... 

在 例如 正四 面体 的 基 电 子 项 为 ”!'T, 或 +!T В, Е Е, Ў 
模 耦 合 时 , 妃 中 含 Qs 的 一 次 项 的 3x3 和 矩阵 是 对 角 的 ,但 3 个 对 
角 元 不 同 , 故 它 直接 解除 了 简 并 且 完 全 确定 能 量 最 低 的 新 平衡 构 
形 的 po 和 0, 。 琦 变 也 是 沿 群 Т, АЯН 5, 伸 长 或 压缩 , 对称 群 降 为 
”,. 

现在 比较 容易 理解 下 述 定理 了 。 

2.Jahn 一 Teller 定理 | 

除 线性 分 子 外 ,一 个 具有 Кгатег 简 并 以 外 的 简 并 度 的 分 子 
系统 必 是 不 稳定 的 , 构 形 将 畸变 以 降低 对 称 度 和 能 量 ， 

由 上 述 讨论 可 见 ,这 个 定理 的 关键 在 形 如 式 (7.75) 的 矩阵 元 
Ас <Th|Pr,|Tr;> 不 为 零 , 其 路 是 对 应 n (> 1 ) 度 简 并 电子 能 
级 的 分 子 对 称 群 的 表示 (不 可 约 表 示 ; 或 b 类 不 可 约 表示 工 ,和 T,* 
之 直 和 ),Pr., 是 H, 展 式 (7.71) 中 分 子 正则 振动 坐标 COv, 的 系数 ， 
是 变换 性 也 为 工 f “的 电子 位 置 的 函数 .由 于 式 (7.75) 包 含 r;= 六 的 
ЯЛЫ Гэ» 和 <Trr| 的 乘积 构成 式 (2.169 ) 所 述 的 交换 对 称 
直 乘 表示 [T9], 的 基 , 其 维度 为 [n +1)/2] 之 3。 由 式 (2.171) 可 见 
БЕ Г, 的 次 数 不 多 于 1 (a 类) 或 2 类 :T=T, ӘГ,*), Г, 
必 包 含 不 等 于 工 | 的 表示 T。。 车 该 分 子 存在 Г”-Г ФГ; 的 振 模 ， 
则 上 述 4 不 为 零 ,定理 成 立 。Jahn 和 Teller 逐一 检验 了 34 种 可 能 
的 分 子 点 群 ,发 现 当 存在 简 并 电子 项 荆 时 总 存在 一 一 个 能 解除 简 并 
同时 降低 核 构 形 对 称 度 的 工 型 振 模 , 唯一 的 例外 是 线性 分 子 (这 
时 仅 式 (7.71 ) 中 二 次 项 才能 解除 简 并 )。 

Стіна 对 于 晶体 静态 环境 中 的 络 离子 体系 指 指出 : 格 位 环境 
中 总 存在 一 组 h ( 巾 位 对 称 群 G 的 阶 ) 个 “一 般 位 置 " 上 的 原子 , 除 
恒 等 操作 外 , 群 G 的 其 余 操作 都 使 这 组 原子 互 换 。 于 是 ,存在 这 
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样 一 种 总 位 移 态 ,于 其 中 这 上 个 原子 沿 各 自 和 中 心 离子 连 线 位 
№. 以 这 些 位 移 为 基 矢 给 出 的 群 G 的 可 约 表 示 D 的 特征 标 为 : 


ї»(0)-0 (9%*Е); Xp (E)=h 


根据 式 (2.58)， р-У9нгГ, 
4 


其 中 力 是 不 可 约 表示 Г, 的 维度 。 这 说 明 ,晶体 中 离子 的 环境 总 
能 提供 破坏 由 群 G 所 描述 的 格 位 对 称 性 的 T。 型 振 模 , 上 述 畸 变 
机 构 总 是 存在 的 。 

因为 这 种 耦合 作用 不 是 外 磁场 作用 , 故 不 能 解除 Kramers 简 
并 ; 自 旋 简 并 也 可 以 通过 了 本 -工效 应 而 解除 ,但 弱 得 多 。 因 为 电子 
自 旋 不 象 轨道 运动 那样 和 核 的 运动 有 直接 的 较 强 耦合 . 

3. 静态 和 动力 学 效应 

根据 Tc[ 了 ,和 表 7.7 可 看 出 :电子 简 并 能 级 属 群 0; 的 
[= 互 时 , 仅 工 = 已 型 振 模 能 与 之 耦合 以 解除 简 并 ; 而 工 =T, 或 
Ty 时 ,T= 上 或 To 振 模 都 能 解除 简 并 .但 Jahn-Teller 定 理 不 能 预 
测 畸 变 和 简 并 分 裂 量 的 大 小 及 符号 ,这 要 据 看 合力 强度 作 具 体 分 析 ， 
如 ,由 表 7.4 可 见 : 八 面体 中 Mn аСт Са) Н 7 255 0262) Е,, 
и МР Со?” (347) 的 低 自 旋 基 项 (tie)) Е, ,轨道 态 性 质 
由 ey 决定 ,它们 都 确 有 和 Си” (34?) 类 似 的 很 大 畸变 且 多 为 伸 
长 八 面体 ;正八 面体 中 其 余 高 自 旋 简 并 的 d* 基 项 是 由 ty 电子 决 
定 的 “Tu 或 5Ta 。 这 些 基 项 也 能 通过 声 子 一 电子 耦合 而 分 
裂 并 产生 相应 的 核 构 形 畸变 ,但 效应 比 ”*'E, 基 项 弱 得 多 。 从 唱 
场 模型 看 , 八 面体 的 ty 轨道 不 朝 着 配 位 离子 (从 第 十 节 的 分 子 轨 
道观 点 看 , 它 是 非 键 轨道 ), 而 е, 轨道 则 指向 配 位 离子 (是 成 键 轨 
道 ), 因 而 后 者 的 核 振动 一 电子 运动 耦合 强 得 多 。 
图 7.10 给 出 了 八 面体 水 合 Си" ВЕЈЛ Е, 和 第 一 激发 
项 :J 的 J 一 分 裂 图 分裂 以 后 这 两 项 的 能 隙 比 原 八 面体 能 阶 
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А = 6300ст 00 —{#. ШИВ ЕНБ, 激发 态 也 是 可 以 有 J 一 T 
分 裂 的 。 


图 7.10 水 合 Cu 离子 J-T 畸变 示 章 图 


J- 工 效应 导致 的 畸变 构 形 所 对 应 的 位 能 谷 如 果 很 浅 ( 极 低温 
度 下 若 比 零点 振动 能 hw/2 小 ,或 温度 工时 比 平均 热 运动 能 量 kT 
小 ), 则 络 离子 并 不 足以 发 生 上 畸变, 而 是 在 各 深度 相近 的 能 谷 间 振 
йт, 按时 间 平 均 可 观测 到 较 高 的 宏观 对 称 , 这 称 为 动力 学 效应 ， 

若 这些 等 价 的 位 能 足够 深 , 则 虽然 晶体 中 的 一 个 确定 络 离子 
只 取 某 一 构 形 , 但 不 同 络 离子 的 构 形 可 能 取得 不 同 , 整 体 有 一 统 
计 分 布 ， 从 堆积 角度 考虑 ,这 种 分 布 可 能 是 渐变 的 。 但 要 注意 晶 
体 中 络 离子 构 形 的 畸变 也 可 能 主要 是 由 离子 堆积 效应 而 非 J 一 T 
效应 所 致 。 
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4.Jahn 一 Teller 效应 的 某 些 实验 例证 

(Т) З: ЛЕТИЕ МЕ, (М = Сг , Бе?" ,Со? Ni， 
Си", 21+) 和 МЕ, (М-С:", Ма", Ее) 中 只 发 Ж 
CuF: ,СгЕ,, МпЕ, Ж 9 В 25 89, Хр К2 (30°) Е, 8 (34) А А ЖЕ 
(12 e05, 基 项 的 J-T 效 应 .NaNiO, 是 伸 长 八 面体 , Ми 的 顺 
磁性 显示 是 低 自 旋 (ts5el) 更 ,. 符 合 J- 工 定理 和 表 7.4 的 预测 . 

(2) 磁 共振 :[Cu (HO ) Д5іЕ, 中 Си 的 基 项 (34?)?E, 在 前 述 
3 个 能 量 极 值 9, 之 间 的 位 鲍 估 计 为 200cm-!。 低温 下 它 是 伸 长 人 
面体 , 测 得 9.=g=g=2.11 和 9 和 =g1=2.46; 室 温 下 测 得 9 是 各 向 
同性 的 。 这 分 别 表现 出 静态 和 动力 学 J- 工 效应 。 

(3) 光 谱 ;结晶 学 的 证 据 主 要 是 关于 基态 的 。 光 谱 学 (例如 某 
些 吸收 光谱 ) 可 能 显示 激发 态 的 J- 工 分裂。 激发 态 的 寿命 比较 
短 , 不 允许 络 离子 生成 稳定 的 新 平衡 构 形 , 但 还 是 能 在 谱 中 显示 
由 于 激发 态 J-T 分 裂 而 产生 的 分 裂 带 . 双 结构 或 斜 肩 、 宽带 的 不 
ПИЕ. ИШ, 八 面 体 络 离 子 Crens)* ( 配 位 离子 
еп= МН,СН,СН:МНь) 的 4w~> 2Е, 吸收 跃迁 谱 就 比较 清晰 地 显 
示 出 这 种 结构 。 因 为 其 半 宽 度 小 ,不 象 自 旋 允许 跃迁 那样 是 宽带 
( 详 见 第 18 章 ) ,比较 容易 分 析 。 此 外 , 红外 光谱 中 振 模 间 的 选择 
定 则 也 受到 J- 工 效应 影响 而 可 能 显示 某 些 证 据 . 


第 六 节 晶 场 中 的 稀土 广 离子 的 能 级 


稀土 元 素 在 周期 表 中 开始 于 41/ 壳 层 的 填充 , 即 原 子 序 数 
7.= 58 898 (Се). ХЕ 4 本 征 态 能 量 [ 比 起 例如 2Z=57 的 
В (La ) 原 子 来 ] 突然 下 降 , 空 间 分 布 突 然 收 缩 到 已 填 满 的 5s 和 5p 
轨道 以 内 。3 价 稀土 离子 RE: 一 般 是 失去 了 最 外 层 的 5d 和 6s 
电子 ， 而 已 填 满 的 Sr 闭 壳 层 仍 分 布 在 未 满 的 47 壳 层 轨道 外 
面 。 由 于 41 电 子 之 间 互 相 屏蔽 很 差 , 以致 随 着 原子 序数 (或 j 电 
ТЭХ N ) 的 增加 ,有 效 核电 茶 愈 来 愈 大 ,4/ 轨道 愈 来 愈 收缩 ,稀土 
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离子 RE 的 半径 愈 来 愈 小 , 称 为 “ 铀 系 收 缩 ” Я. ЖЕ 
N 个 了 电 子 和 周围 离子 的 作用 被 满 层 55*5p' 严实 屏 项 ,所 以 稀土 4f 
电子 的 晶 场 效应 很 弱 。 一 个 3 价 稀土 离子 的 谱 项 < 也 的 唱 场 总 
分 裂 很 少 有 超过 500cm :的 , 且 因 了 可 以 较 大 , 这 些 分 裂 的 唱 场 能 
级 分 布 较 密 。 


一 、 稀土 离子 的 中 间 耦 合 表象 和 晶 场 能 级 分 和 裂 


与 第 五 章 讨论 过 的 自由 稀土 离子 RE (477), АН 
子 RE:* 的 哈密 顿 只 多 了 一 项 式 (7.3 ) 中 的 晶 场 能 V, 它 所 含 不 为 零 


неча Bx 的 确定 原则 也 如 前 。 作 为 粗糙 的 近似 , 常 可 只 在 自由 


离子 RE? 的 一 个 谱 项 + 二 ,内 计算 品 场 能 级 分 裂 。 但 需 注 意 ,对 应 
自由 离子 RE 的 这 样 一 个 实际 的 谱 项 ,虽然 了 是 确定 的 (好 量子 
数 ), 但 S 和 二 原则 上 是 有 混合 的 ,因为 稀土 的 吾 , 很 大 , 它 引起 
А5= +1, ，AL= 士 1 而 J 相 同 的 态 的 混合 , 混合 系数 取决 于 具体 
的 离子 。 如 第 五 章 第 六 节 五 所 述 ,这 种 混合 系数 是 在 对 角 化 自由 
离子 RE:+ 的 能 量 矩 阵 以 拟 合 其 实验 能 级 时 得 到 的 。 这 种 拟 合同 
时 确定 各 能 量 参数 F, [=2,4,6)、esr ,x ,Bb ,? 等 的 具体 数值 和 能 
级 计算 值 ,每 个 能 级 计算 值 对 应 的 波 函 数 是 | (4f )> [ML]JM> ， 
它 在 LS 耦合 表象 中 表 为 表象 基 矢 | 人 1 УМ > 的 线性 选 加 , 先 
加 系数 即 为 上 述 混合 系数 。 所 以 ,这 组 混合 系数 若 写 为 列 阵 , 则 既 
是 LS 表象 中 属于 能 级 E (ЦЛОЕ СИ) 的 波 函数 ,又 
是 属于 该 离子 的 “中 间 耦 合 表象 基 矢 , 它 不 仅 依赖 于 4/* 的 N， 
且 依赖 于 具体 离子 。 例 如 Eu?+ 人 /5) 和 Sm2+ (415) 的 这 种 基 矢 就 不 
出 。 若 无 现成 数据 可 查 而 又 要 用 到 谱 项 s+17) 的 波 函 ,就 只 有 从 能 
量 和 矩阵 对 角 化 做 起 ,其 工作 量 是 较 大 的 。 

所 幸 稀 土 离子 晶 场 较 弱 ,在 不 同 基质 形成 的 晶 场 环境 中 同一 
离子 的 能 级 和 波 函 相差 不 很 大 ,而 且 常 常 只 需 用 到 能 级 而 非 波 函 ， 
因而 可 借鉴 已 有 的 若干 资料 。Dieke 的 书 " 给 出 了 离子 RE:+ 在 
Іасі, чя т Ж ВЕСІ, • 6H,O 等 含水 晶体 中 能 级 的 系统 资料 
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以 及 RE 在 LaCl; 中 的 萤 光 谱 资 料 。Carnall 19 发 表 过 水 合 
ВЕ 离子 的 能 级 资料 (他 们 还 同时 给 出 强度 计算 中 要 用 到 的 
2 ,049 ,76 在 中 间 耦 合 表 象 中 的 约 化 元 ,计算 这 种 约 化 元 用 到 
了 上 述 混合 系数 , 详 见 下 节 )。 

二 , 4 六 组 态 晶 场 能 级 的 拟 合 

如 果 为 获得 详细 的 波 函 数 或 其 它 目 的 而 要 写 ДУУ 的 能 量 矩 阵 ， 
通常 采用 自由 离子 的 上 LS 耦合 表象 ,并 按 本 征 值 7 分 成 小 矩阵 。 
每 个 小 矩阵 基 矢 | (4f )SLJM > 的 M 选 一 确定 值 ,例如 都 选 为 
М-1, 在 此 小 表象 之 中 : N 个 了 电子 间 库 仑 能 矩阵 元 < (41 六 
nSLJMIHol4f )M 5 1.2М-» 和 人 ,MI) 无 关 并 对 (5S ,上 ) 是 对 角 
的 ,可 写 为 式 (5.101) 中 拉 卡 参量 Е ЗН 2, 其 组 合 系数 可 查 
Nielson + ЛА 79; 旋 轨 耦合 能 已 ,的 矩阵 元 用 式 (5.109) ,其 中 
约 化 元 也 查 该 表 ; 再 加 上 式 (5.114) 的 组 态 作 用 能 等 。 自 由 稀土 离 
Ф КЕ 的 哈密 顿 至 少 包括 以 上 这 些 项 ,并 通过 能 级 拟 合 得 到 各 
яажа (4/)(55143М». 

至 于 式 (73) 和 (7.7) 中 的 晶 场 能 也 的 矩阵 元 ,根据 导出 式 
(7.23) 所 用 的 方法 ,可 得 到 下 式 : 


< (47 ) WSLIMIVI (Af ) hn БТМ » 
Ј k J’ 


«Үвгс-элч| 
kg -М а м! 


"< (47 ЗЕ ЛІО ON (47) ST «7 сү» (7.81) 
其 中 «ус» 用 式 (4.63) 计 算 , 而 根据 式 (4.67) 约 化 元 


< (47 )"ц8141091(4/ 1) 8 LJ > 
J J К 
= (- 1 унд, 4 1/2 | | 
041171) L'L 8 
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“< 4)", 81109106/ 5 1.7 (782) 


这 里 的 约 化 元 <4f "nSLI 0914/”ц 5 1.7» 48423 Nielson А", 
这 样 算出 的 V. 的 矩阵 元 可 以 用 来 计算 各 能 级 Е ([7511]7) #0 ёа 
分 裂 。 为 了 简单 ,可 以 只 在 对 应 一 个 这 种 能 级 的 (27+1) 度 简 并 
的 小 表象 内 写 出 Уу 的 矩阵 [ 表象 的 基 是 M ЛЕ (27-19) 
1(4f )*[nSL] JM >] ,再 对 角 化 它 得 到 分 裂 的 各 品 场 能 级 ;但 严格 
说 ,Fe 不仅 这 样 造 成 “<M 混合 ” ,而 且 会 造成 “J 混合” , 即 它 的 本 
征 态 应 是 1(4 广 7SLJTr> ,因为 此 时 系统 的 对 称 群 就 是 保持 VV。 
不 变 的 格 位 点 群 ,J 已 不 是 好 量子 数 ,只 有 (Tr ) 才 是 状态 分 类 的 严 
格 标志 。 所 以 ,严格 的 做 法 ,应 将 V 加 到 自由 离子 ВЕ? 的 哈密 
顿 上 构成 完整 的 哈密 顿 并 在 整个 (4f )* 组 态 内 统一 进行 能 量 和 矩阵 
对 角 化 。 但 这 不 仅 在 拟 合 参量 中 增加 了 许多 B ,而 且 和 矩阵 不 能 
再 按 j 值 分 开 , 基 矢 又 涉及 所 有 М 值 ,从 而 能 量 抢 阵 的 维度 太 大 
使 拟 合 几 乎 无 法 进行 。 

为 了 利用 点 群 对 称 性 减 小 计 人 VL 的 КЕЗ 的 完全 能 量 矩 阵 
的 维度 , 可 以 采用 前 述 唐 元 庆 等 的 群 链表 象 法 中。 即 以 
1(4f 六 nSLJTr> 为 表象 的 基 , 再 按 械 ЭЛ ЛЭНЕН ЭН ЕЗ 4) 
r 唯一 选 定 。 作 者 等 " 在 Ts 表象 内 这 样 处 理 了 具有 5, 
LiYF,:Pr! 的 晶 场 能 级 拟 合 。 

稀土 离子 光谱 峰 多 而 尖锐 ,实验 测量 分 辨 率 很 高 。 为 了 使 理 
论 尽 可 能 和 实验 结果 符合 , 常 需 引 和 第 五 章 第 六 节 提 过 的 描述 精 
细 磁 作用 的 Marvin 参量 M' (i=0,2,4) 和 描述 组 态 作 用 的 三 体 
作用 参量 Ti (=2,3,4,6,7,8) 等 。Crosswhite 等 这 样 用 20 个 
可 调 参 量 拟 合 LaClh: Nd 的 101 个 能 级 ,平均 误差 小 至 
8.1cm"! 9 ,说 明 已 有 的 理论 已 能 和 实验 很 好 符合 。 


三 , 二 价 稀 土 离子 ВЕ Ву 
二 价 的 稀土 离子 ВЕ 中 ,只 有 Sm2+ ,Еш*,ҮЫ 易 生 成 二 价 


一 265 一 


化 合 物 。 但 在 基质 晶体 中 , 多 种 二 价 离子 RE” 均 能 稳定 存在 。 
例如 RE:* 蔡 代 式 进 入 二 商 碱 土 (如 CaF;) 基 质 晶体 中 以 后 ,用 
x 一 射线 或 y 一 射线 照射 能 使 RE”! 还 原 为 RE”。 它 们 的 光谱 也 
是 实用 中 感 兴 趣 的 。 

三 价 离子 RE 的 41 154 组 态 的 能 级 通常 都 比 4 六 组 态 能 
级 高 50000cem-! (只 有 Tb3+ 的 417$d! 比 4f 的 能 级 高 30000 ~ 
50000cm ') ;但 二 价 离子 RE** 的 这 个 能 量 间 隔 一 般 降 为 
20000ст Са?" 的 47754 能 级 甚至 比 4f; 还 低 ), 所 以 在 可 见 光 
区 有 强烈 的 字 称 允许 41 一 54 吸收。 组 态 4f*'5d! 中 的 54 电子 
不 受 Ss:$ 以 的 屏蔽 ,有 很 强 的 晶 场 作用 ,甚至 通过 唱 场 作用 而 和 6s 
混合 ,使 A1=3 的 禁 戒 跃迁 4f 一 6s 能 被 观测 到 。 处理 4/77154! 
组 态 的 理论 方法 是 先 考虑 4/”! 内 部 的 耦合 ,再 和 5d' 耦合 , 因而 
仍 是 以 4f* 的 理论 为 基础 。 二 价 离子 RE?! 的 基 组 态 大 部 分 仍 为 
4 广 ,理论 研究 方法 和 有 RE: 的 相同 。 


Ж И ЖИ 
的 谱 强 和 了 丁 一 O 公子 


有 广泛 应 用 的 d~d 或 一 了 跃迁 谱 是 在 组 态 心 或 六 内 部 不 
同 能 级 间 的 唉 迁 。 按 第 四 章 第 四 节 末 ,这 些 路 迁 作 为 自由 离子 的 
跃迁 是 宇 称 禁 戒 的 。 而 在 晶 场 中 , 奇 宇 称 的 静态 晶 场 和 振动 部 分 
地 解除 了 这 种 禁 戒 ,因而 需要 专门 讨论 .本 节 首 先 介绍 计算 7-1 
跃迁 强度 的 J-O 公式 ,然后 说 明 同样 机 构 但 仅 有 半 定 量 理论 的 
4 一 4 跃迁 强度 问题 。 


一 , /一 跃迁 谱 强 的 Јада 一 Оен 公式 


很 早 就 观察 到 稀土 盐 有 很 尖锐 的 吸收 或 辐射 谱 线 ,类 似 自 由 
原子 光谱 , 被 称 为 “稀土 疑难 *”。1937 年 Van vileckt 允 首次 正确 地 
用 奇 字 称 静态 唱 场 和 唱 格 振动 解释 了 它 . 直到 1962 年 ， 
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В.В.Луаа 2 和 他 的 学 生 О.5.ОЁИ 才 分 别 几乎 同时 地 给 出 了 
相应 的 定量 描述 和 公式 ， 
为 了 解除 宇 称 禁 戒 的 需要 ,Judd 引信 如 下 一 级 近似 的 宇 称 混 


<В|= <А|+УБ (С7)«с7| (7.83) 

其 中 | «АЇЗ-) «ГУУМа, (7.84) 
М 

<c’|= <IMi(n 1 7)" ЈМ" (7.85) 


Ь(с") = Уа, <ІчЈМ|у (и 1 әр" Ј" М” > 
М А 
[Е Ј) - Е(п 1 YJ )] 一 (7.86) 


这 里 :=[nSL] ;E (134) Е(л1 077) 5 Ж І КВ 
激发 组 态 17! (п 1ЭЧЧЭ 2589 885, (17-1) = 15У 是 奇 宇 称 
晶 场 哈密 顿 ,类 似 于 式 (7.3 ) 和 (7.4) 给 出 的 偶 宇 称 晶 场 哈密 顿 V。， 
它 可 写 为 : 


у= У 42р,0 (t=1,3,5,; p=t,t—1,,—t) (7.87) 
tp 
其 中 р,?-У co 0, ‚ Ф) ! (788) 
4 


1ч 1, ТЭВ,1-18/В БОЛЖ ЕЛ, 


<BIDMB > =) «АГ 787 ЄЭНБЄЭОЄс р Өр. (789) 


因为 通常 式 (7.86 ) 右 端 分 母 的 能 级 差 很 大 ,Judd 近似 假定 : 一 
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个 中 间 组 态 ГЭ (н 1 人) 的 能 级 完全 简 并 于 该 组 态 的 权重 平均 能 级 
En1 沾 ,从 而 可 以 提出 公分 母 


“Аа )=Е(0Ј) -Е(п1 Эмв()-Е (147797 
хЕ()79)-Ё(:147/) (7.90) 


而 利用 球 张 量 技术 在 各 个 中 间 组 态 Ги 1 内 完成 式 (7.89) 中 
34 (0737 М" ) 的 完全 求 和 (不 是 本 征 函 数 系 完全 求 和 ), 结 果 得 到 : 
1, 唱 场 能 级 间 跃 迁 矩 阵 元 


«В8рӨВ”»-)«А А”» 
Ар 


: 1 А І 
. БЛХЛ ) А?Е (1,4) | (791) 
а: 4 = +4) р 


其 中 
EA KE YN < пп 1 пуле) (792) 
677) 
1 A 1 
这 里 KN a ер р, Ч 


11-11 47-:11 
(022 Ке 
0 0 0 0 0 0 


是 容易 计算 的 数 ,可 见 :对 了 电子 (4=3, 因 而 1 二 2,4), 式 (7.89) 
中 t=1,3,5,7 的 рер, (сїювше 为 4=2,4,6 级 球 张 
ВО, 直接 作用 于 f* 的 初 末 态 14 <А Е, КЕРА 
НӨЖ 1770: 1 7) 8. 
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鉴于 观测 到 的 稀土 光谱 峰 多 而 窗 , 根 据 能 级 拟 合 得 到 态 函 
А> 和 |4 人 > 后 ,可 再 几 式 (7.91) 去 拟 合 谱 强 ,确定 为 数 颇 多 的 强 
度 参 量 4) = 47?， 三 (1,1). 例如 ,co 对称 中 ,有 АД, ,A 加; A 和 ,Ah， 
A$4 1444.45.48 共 9 个 。 事实 上 , 作 能 级 拟 合 
和 强度 拟 合 都 必须 先 对 各 谱 峰 作出 指定 。 稀 土 唱 场 谱 峰 多 而 密 ， 
指定 本 身 就 不 容易 。 而 强度 拟 合 和 能 级 拟 合 一 起 做 ,可 使 指定 比 
较 准 确 。 拟 合 定 出 参量 后 , 可 预言 未 测 得 的 能 级 位 置 及 其 强度 ， 
这 个 公式 30 年 来 取得 了 很 大 的 成 功 并 得 到 普遍 的 公认 。 

作者 通过 直接 计算 指出 3, 式 (7.92) 中 的 平均 能 量 差 A(n1 9 
最 好 换 为 依赖 跃迁 初 末 态 的 有 效能 量 差 ,否则 它 通过 式 (7.92) 会 
使 得 绝对 强度 值 误差 到 5 倍 。 作 者 也 提出 了 计算 有 效能 差 的 近 
似 公 式 并 已 在 ТаРО, Ч ӨС ` 

2. БН, 2 ИКТЕ 

式 (7.91) 中 的 参量 数 太 多 ,使 用 比较 困难 。 对 于 溶液 中 的 稀 
土 离子 ， 若 近似 假定 基 项 各 晶 场 能 级 是 等 几率 占据 的 ,然后 对 初 
末 项 中 各 态 <i 和 |f> 求 和 ,并 对 4 求 和 平均 ,就 可 由 式 (7.91) 
导出 只 含 3 个 拟 合 参量 的 吸收 跃迁 振子 强度 [ 参见 式 (5.127)] 


8лт 
СЛ 


7 ару 


-=z( Злэн ) У Оо, сГүлиӨ 7 Л 
524,6 


3h 
= у У Т, ГОЛ Өр 2 (7.94) 
4=2 4,6 
Злт 8лт | (4| - ， 
式 中 Туг 全 :地 Esc 
Мр за 1л = 


(7.95) 
— 269 — 


为 拟 合 参量 。 这 里 x= (2 十 2 )29n 是 计 及 晶体 折射 率 的 因子 ,m 
为 电子 质量 ,v 为 跃迁 频率 ,hh 为 普 朗 克 常 数 。 因 为 此 式 只 售 3 参 
Я. 使 用 更 方便 广泛 。W.T.Carnall 等 系统 地 对 水 合 稀土 离子 
КЕ? 的 谱 作 了 能 级 拟 合 ,也 用 式 (7.94) 作 了 强度 拟 合 , 并 发 表 了 
强度 拟 合 中 用 到 的 约 化 元 < (41 УЛ (4/)50 ИЕ, 
如 前 [ 第 六 节 一 ] 所 述 , 这 种 约 化 元 的 计算 涉及 不 容易 得 到 的 中 
间 耦 合 表象 中 的 基 矢 |((4/)"| 55113М». 注意, 这些 约 化 元 的 值 
可 粗糙 地 借用 到 同 种 离子 在 其 它 晶 场 环境 中 的 谱 强 计算 中 去 ， 
而 关于 参量 Q; 值 ,14=4 和 6 的 值 随 环 境 变化 不 大 ,4=2 的 则 变化 
К. ЖА < JW Je 伟人 和 值 很 大 并 起 主导 作用 的 路 
迁 称 为 灵敏 跃迁 。 这 被 认为 是 光波 电场 在 环境 介质 中 诱导 出 电 
四 极 矩 ,形成 对 环境 敏感 的 假 四 极 跃 迁 所 致 . 

在 精确 的 强度 分 析 中 ,还 需 计 人 通常 的 允许 磁 偶 不 ”省 极 唉 
迁 的 贡献 ,我 们 将 在 二 中 简要 述 及 ;Judd 也 提 到 , 计 及 奇 j ': 声 子 贡 
献 , 式 (7.87) 中 的 奇 宇 称 晶 场 能 六 可 扩充 以 包括 电子 -- 奇 宇 称 声 
子 耦合 能 


дар ， 
ууа рг 009 =1357) 00386) 
р р 


Нев АЖ Т, 的 拟 合 值 可 以 自然 包括 奇 字 称 振动 的 贡献 ,但 他 
未 进一步 讨论 ， 我们 在 下 节 中 将 讨论 到 它 ， 

Judd 的 式 (7.94) 未 计 及 偶 字 称 晶 场 能 V. 所 引入 的 “J 混 
合 " 。 ЯВ, АЖ (7.94) ИВЭЭН БЭ (例如 EuP;O 中 
Eu 的 5D。 == 7Е, 815, = 7'F, 跃迁), 实 验 上 观测 到 了 。 作 者 和 
陈 一 民 ”引入 平均 的 了 混合 系数 扩充 式 (7.94), 仍 用 三 参数 成 功 
地 拟 合 了 ЕаР,О, 的 发 射 谱 和 у,О,: Ег?" 的 吸收 谱 。 

二 . dd 跃迁 的 光谱 


d 一 d 电 偶 跃迁 的 机 构 和 f 一 跃迁 一 样 ,按理 也 可 使 用 J 一 O 
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公式 . наа, ГЕН (7.94); 921,07 离子 
的 1=2,N<5(N >5 时 空 穴 数 小 于 5), 故 谱 峰 较 少 ， 加 上 4 电 
子 的 电子 一 声 子 耦合 强 ,许多 谱 带 很 宽 , 有 许多 峰 埋 在 宽带 里 难 
以 准确 分 析 , 故 可 用 的 谱 强 数据 很 少 。 特 别 在 低 对 称 晶 场 中 甚至 
РЕ 7-0 参量 4,:=4?， (1, 4) 的 个 数 , 所 以 式 (7.91) 也 无 
法 使 用 。 以 致 目前 的 dd 电 侦 跃迁 谱 强 并 没有 普遍 可 用 的 定量 
公式 。 . 

作者 和 刘 世 字 等 中 推广 Jadd 的 缔 合 近似 使 包括 对 主 量子 数 
n 的 求 和 ,并 借助 有 效 点 荷 模型 ,在 能 量 拟 合 和 配 位 几何 结构 资料 
的 基础 上 ,将 4 一 d 电 偶 谱 强 参量 数 减 为 3 个 ( 计 及 声 子 贡献 时 再 
加 一 个 )。 用 于 爹 绿 宝石 谱 的 结果 相当 成 功 。 

下 面 定性 说 明 dd 谱 中 各 种 跃迁 振子 强度 的 量 级 和 选择 律 ; 

(1) 由 式 (7.89) 可 见 ,4 一 d 电 偶 跃 迁 振子 强度 


8лту 
ЗА 


«Ү»э 
Ав12 

(797) 
其 中 <V> 是 奇 宇 晶 场 能 在 分 别 属于 组 态 放 和 :7 人 的 两 态 
之 间 的 矩阵 元 ,而 


B=x 3 «В8Юр,и ӨВ» Р-РЛИСЭГР-РД Е 
4 


1, 8ллту 
Р, Х 3h 


2 «Ар р» р (7.98) 
4 


是 允许 电 偶 联 迁 振子 强度 ( 量 级 为 1 )。 假定 核 振动 频率 vy 为 108 
秒 -!, 则 可 由 零点 振动 能 证 hv。 信 计 出 零点 振幅 为 10-%m (一般 


静态 奇 宇 称 低 对 称 蝴 变量 也 是 这 个 量 级 ), 即 为 配 位 距离 10<m 
的 0.1 倍 。 从 而 , 奇 宇 称 晶 场 能 了 为 dr 离子 偶 宇 晶 场 能 
V. 00 ст) 0.1 0, 即 10cm-! 的 量 级 ， 而 A tt1 10icm-'， 
故 己 一 P, "х (103/105)? ~ 10-4， 
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d 一 d 磁 偶 跃迁 是 宇 称 允 许 的 ,振子 强度 


8л2ту 
Р„=п Зр 


У1<44'> р ~ 107° (7.99) 
9 


式 中 几 2 (5.115) а" а 358, п Е ЗТЯ Ж, 
而 可 见 光 频率 y 被 取 为 6x 10“ 2977 

d 一 d 电 四 极 跃迁 也 是 字 称 允许 的 ,其 振 于 强度 Ро 用 类 似 方 
法 估计 为 107。 

(2 ) 关 于 自 旋 禁 戒 电 偶 暑 迁 , 考虑 到 自 旋 轨 道 看 合 能 的 平均 
值 <H,> 在 (34)* 离 子 中 是 100cm-'!' 的 量 级 ,而 AS= 土 1 的 (34 
态 间 能 量 差 约 为 3000cm"! 的 量 级 ,所 以 ,由 类 似 对 (P,/P,') 的 讨 
论 知 :AS= 士 1 的 路 迁 振 子 强 度 比 AS=0 的 要 小 约 (100/3000)? 
s 10- 倍 , 即 上 述 P, ,P, ,Po 当 AS= +1 时 都 降 约 10; 倍 。 

(3 ) 除 上 述 宇 称 和 自 旋 选 择 律 及 其 部 分 地 被 解除 外 ,各 种 路 
迁 当然 要 满足 点 群 选择 律 。 这 种 选择 律 有 时 还 导致 二 向 色 性 。 
例如 , D, 对 称 晶 场 中 的 电 偶 跃 迁 , 因 位 置 矢 了 7 的 Z 分 量 属 群 р, 的 
4, 不 可 约 表示 , (х,у) Ей, 以致 从 这 种 唱 场 中 Co 4) 8 
子 基态 '41 到 14, 的 牙 迁 只 能 是 吸收 Z 向 偏振 光 , 而 到 !'E 只 能 是 
吸收 园 偏 振 光 , 如 图 7.11 所 示 。 

(4) 最 后 , 因为 电 偶 矩 , 磁 偶 矩 , 电 四 和 矩 都 是 单 电子 算 符 , 所 以 
在 一 级 近似 下 ,只 有 单 电 子 蚂 迁 允 许 , 即 跃迁 前 后 只 有 一 个 电子 
的 轨道 态 或 自 旋 态 允许 变化 。 例如, 从 立方 组 态 ("44 到 26) 
人 2 或 到 (2 ) 的 跃迁 人 允许。 当然 ,这 要 求 立 方 晶 场 很 强 , 使 得 例 
如 (t2 e) 立 方 晶 场 组 态 确实 是 能 级 47; 的 主要 组 态 才 成 立 。 
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本 节 讨论 第 五 节 中 引信 的 电子 一 声 子 耦合 的 另 一 种 效应 , Вр 
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О, р, 
97.11 р, Со 离子 的 偏振 吸收 


电子 1 一 1 跃迁 中 的 声 子 伴随 跃迁 ,并 在 此 基础 上 介绍 晶 场 光谱 谱 
峰 宽 度 等 方面 问题 ， 


一 .平衡 构 形 位 移 导致 的 声 子 伴随 跃迁 


对 于 络 离子 的 每 一 种 正则 振 模 世 ,3.= Ои, 描述 对 应 于 该 模 
激发 程度 为 0, 时 络 离子 对 平衡 构 形 К, 804138, 可 写 Ё,-К,4-4, 
代表 这 时 的 构 形 。 注 意 到 平衡 构 形 主要 由 式 (7.67) 决 定 , 故 它 和 

电子 态 |,> 有 关 (在 讨论 J- 了 T 效 应 时 提 过 ), 应 记 为 К,0, Ш 
Е, (0) 0.64)4:Н, (х, К) 6 0, (х, ЭГЭЭ 
均值 , 则 以 及 ,为 模 坐 标 .[V, (8,)--Б, (8,0) 为 纵 坐标 可 作出 如 
图 7.12 所 示 的 位 形 坐 标 能 量 曲线 。 

按 Етапк – Condon 原理 ,电子 跃迁 时 , 核 构 形 来 不 及 改变 , 故 
由 基态 4 (电子 基态 及 零点 振动 态 ,后 者 的 波 函 数 极 大 在 弹性 位 能 
洽 心 ) 出 发 到 达 B 态 (电子 第 一 激发 态 及 振动 高 激发 态 ,后 者 波 函 
数 极 大 在 弹性 位 能 和 核 运 动 总 能 相交 处 ) 的 机 率 最 大 , 这 时 吸收 
ВОЗЕ ВЕ о, 大 于 零 声 子路 迁 能 量 [ 5 大 ,中 )-E,(R,)], 核 构 形 
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40) 


Vol Ru)+ Ei( Ед) 


Ro Ri Ry 
712 基态 和 第 一 激发 态 的 位 形 坐 标 图 


对 于 新 平衡 构 形 RR 中 有 偏离 A 及 中 = 六 一 成 中 = УАК, (图 中 
и 
所 示 的 К(0-8,-АКО), ИШ ЖИЕ ЕВЕ Р Е 


到 零 振 动 C 态 ;然后 ,主要 通过 发 射 光子 矿 wo 到 达 D 态 ,再 发 射 声 


ТАНКЕ ВАЕ А. 
主 吸 收 各 主 幅 射 的 光子 的 能 量 差 (stokes (218 ) 
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Ts 一 Foo= (Vs— үс) 十 (一 И.) 822 (po 一 27) 


=2 3 тудАК27--убод- 0,178, (7100) 


其 中 о, 和 т, 分 别 为 振 模 也 的 频率 和 有 效 质 量 , 而 AR 描述 偏离 


АК = лка, (7101) 


的 程度 , 黄 昆 因子 (Hyang ~ Кһћуѕ рагатеіег) 


5-( 2 区 ) му” (7.102) 


是 以 fo ,为 单位 对 stokes 位 移 的 一 种 描述 . 

跃迁 (4 -~ С) 对 应 零 声 子 吸收 线 , 有 一 定 的 几率 ;同样 , 跃迁 
(4 一 FF) 和 (4 一 下 也 有 一 定 的 几率 .于 是 形成 一 个 有 宽度 的 吸 
收 带 , 零 声 子 高 能 一 侧 即 为 光 吸 收 时 的 声 子 边 带 。 同 样 , 幅 射 时 
对 应 零 声 子 跃迁 (C 一 4 ) 的 低能 一 侧 会 有 明显 的 声 子 边 带 。 这 
种 边 带 对 应 的 声 子 伴随 产生 ,是 由 式 (7.66) 中 的 ,通过 核 平衡 构 
形 对 电子 态 的 依赖 而 出 现 的 。 与 此 同时 , 零 声 子 跃 迁 几率 减 小 。 

н Ф) (x ,六 ) 描 写 系统 的 状态 , 则 电子 系统 的 电 侦 
极 矩 DO 在 光波 电场 伟 中 的 作用 能 作为 含 时 微 扰 引起 的 跃迁 矩阵 
ЖХЇЕНРООР2Ф-КӨ-04К0-8) 


Mn= <ЕРо -31> Е 
= < 097), (х, К): GY Cx ,R)> (7.103) 


考虑 到 平衡 核 构 形 (甚至 于 正则 振 模 系 列 ) 对 电子 态 的 依赖 ,上 式 
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Муү-«Ф|/(01р,6)9:0)» (7.104) 
其 中 р, (R)= <y, CE, RIND .B(x,R)> (7.105) 
< ROD Ry, ,RV)>=D;,@")=D: (7406) 


是 电子 跃迁 矩阵 元 及 其 零 级 近似 [ 又 称 Condon 近似 。 即 :假定 
跃迁 时 系统 处 于 初 电子 坊 对 应 的 平衡 构 形 ,或 波 孙 Ф (д) (Xx, К) 
近似 为 式 (7.72 ) 的 波 函 ]; 而 


<Ф4 97, @) > = П<оі (01), (09 > (7.107) 


这 里 应 用 了 式 (7.68)。 但 是 ,注意 «до! (02 р, (01) > Ч пт, 
时 并 不 正 交 ,m,=n, 时 也 不 归 - 一 ,因为 初 未 态 中 他 的 零点 不 同 ( 即 
使 假定 ЕЯ Rw) 两 平衡 构 形 下 有 相同 的 正则 模 系列 )， 例 如 , 若 
把 g, (0,) 写 为 量子 力学 谐振 子 波 函 ,根据 平衡 点 的 位 移 和 谐振 
子 波 函 的 性 质 可 证 : 


|<, (0) (0,) >= 5, ,+1) (7.108) 
|«Ф, (0,)102 (0,) > 1—5, Qn,t+1) (7.109) 


等 等 ,证 明了 平衡 位 置 ,的 移动 导致 声 子 伴随 跃迁 的 存在 和 0 声 
子 跃 迁 几率 的 减 小 。 

由 于 式 (7.108) 和 (7.109) 中 含有 声 子 数 .n, ,而 л, 的 统计 平均 
值 元 随 温度 而 上 升 , 故 光 吸 收 中 单 声 子 产 生 几 率 随 温 度 上 升 而 增 
加 , 零 声 子 过 程 几率 则 减 小 。 同 样 ,多 声 子 过 程 几率 也 随 温度 增 
加 。 以 这 些 式 子 为 基础 ,可 证 明 凶 在 绝热 近似 和 Condon 近似 下 、 
一 个 电子 跃迁 的 这 种 vibronic 带 下 总 面积 不 随 温 度 变化 。 可 见 ， 
谱 强 不 因 这 种 平衡 位 置 移动 产生 的 声 子 伴随 路 迁 而 变化 , 这 种 机 
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构 只 是 使 谱 线 变 宽 变 平 。 

二 . 偏离 Condon 近似 的 声 子 伴随 跃迁 

放弃 式 (7.106) 的 Condon 近似 , 可 将 式 (7.105 ) 的 Р, 在 跃迁 
初 态 的 平衡 构 形 Ruo 附 近 展 开 


р.) хро+Ур,0:+У р,.0:0.+ (7.110) 
В шг 


于 是 , 式 (7.103 ) 的 М. 写 为 


Мы ~ 0 єФ ЮФ 4)»-4У,4/(4710:Ф: (1) > 
и 
410, «Ф/(40,0,Ф49»4- (7111) 
ии А 


除了 右 端 第 一 项 代表 的 Condon 近似 外 ,还 出 现 了 含 Q: 的 线性 项 
和 QiQ1 的 二 次 项 等 。 在 声 子 态 的 二 次 量子 化 表象 中 


21/58 4. 
0,5 20, (а +а,) (7.112) 


其 中 a+ 和 aw 是 一 个 立 模 声 子 的 产生 和 消失 算 符 。 所 以 即使 不 
计 及 及 0 和 站 .0 的 差别 , 式 (7.111) 右 端 第 二 项 和 第 三 项 也 分 别 代 
表单 声 子 和 双 声 子 伴随 跃迁 过 程 ， 

Ж (7110) 801005: Р: у(х.) р(х, Е), 
是 晶 场 能 Ус (х, К) +, (Х.К) НЕ, вох 32181225 
中 计 入 作用 能 Н 式 (7.65) 和 (7.71)] 所 引入 的 修正 项 的 结果 , 8 
表 电 子 唉 迁 发 生 于 核 构 形 振动 时 电子 声 子 耦合 能 Н, 引起 的 声 
子 伴随 路 迁 。 当 考虑 的 是 тч Ару г-га ЕНЕ (7.96) 右 
端 第 二 项 就 是 式 (7.71 ) 右 端 第 一 项 У p,Q; 中 对 应 奇 宇 称 8 的 项 ， 

д 
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它 对 这 种 1-1 电 侦 跃迁 的 强度 产生 附加 的 贡献 。 式 (7.71) 中 对 应 
Д О, 的 线性 项 不 会 引起 中 心 对 称 络 离子 1 一 ! 电 侦 跃 迁 的 伴 
随 单 声 子路 迁 ,表现 为 式 (7.110 ) 中 对 应 偶 宇 称 0, 的 р, ВЗ, 
因 按 (7.96),V 中 只 有 奇 1 项 才 通 过 (7.86) 对 (7.89) 中 的 DD 矩阵 
元 有 贡献 ,而 对 偶 字 称 015124: 6) /201] е, 

这 种 声 子 伴随 跃迁 的 几率 亦 随 温度 升 高 而 增 大 ,因为 例如 М 
的 式 (7.111) 右 端 第 二 项 中 的 声 子路 迁 和 矩阵 元 满足 


|<ma+lloOn>P= (пи+1)ћ /20 (7.113) 


而 的 平均 值 随 温 度 而 上 升 (为 了 简单 ,上 式 中 假定 了 初 末 声 子 态 
对 应 同一 平衡 构 形 ,属于 同一 正则 模 ). 


三 、 晶 场 光谱 例 和 谱 峰 宽度 等 


1. 低温 光谱 例 

上 述 -a 和 二 中 讨论 的 1-1 电 偶 眶 迁 声 子 边 带 都 随 电 子 - 声 
子 耦合 能 的 增 大 而 增 大 , 随 温度 的 升 高 而 升 高 ， 对 于 类 合 较 强 
的 系统 , 仅 在 低温 下 才能 较 清楚 显现 声 子 边 带 的 结构 ， 图 7.13 给 
出 了 几 个 典型 的 低温 光谱 中 的 声 子 边 带 。 不 论 是 吸收 谱 还 是 辐 
射 谱 , 图 中 都 将 声 子 边 带 放 到 右边 并 使 各 谱 的 零 声 子 线 对 齐 以 作 
比较 。 稀 土 4f 电子 因 受 595p; 的 屏蔽 而 和 晶 格 看 合 最 弱 ,KKBr 中 
F 色 心 ( 陷 在 Br 空位 中 的 电子 ) 的 耦合 最 强 以 致 零 声 子 线 消失 。 

2. 点 群 选 择 律 

声 子 伴随 跃迁 也 要 满足 点 群 选择 律 。 在 前 节 末 的 Co’* (49 
例子 中 , 若 晶 场 是 Ds 对称 的 , 则 z 属 4 表示。 ГЭЭ 
声 子 的 产生 ,可 从 基态 Mw 吸收 一 个 Z 偏振 光子 到 达 激 发 态 'E,， 
因为 ,x E,> Ах. ТА, 14,02 偏振 路 迁 必须 伴随 一 个 4 
型 声 子 产生 ( 因 4,x 4,,= 4; ) ,但 由 式 (7.69), 正 八 面体 的 奇 宇 声 
` 子 只 有 Т, Т, 型 ,它们 在 Ds ФАЛ А, ФЕ, 和 
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га? Зна Ра Ий. аа :Рг?') 
4.2К 


(6) 2Еу-4А:. 发 光 (MgO :Cr 31+) 
77K 


ь 


(с) А2177 吸收 (红宝石 一 
77K А1203:Ст 3+) 


(4) FF 一 心 发 光 
20K 


| 
Ї 
і 
1 
| 
0 2000 4000 6000 
ПЕ (ст) 
8713 几 种 典型 的 低温 光谱 中 的 声 子 边 带 


В, 包 E, 型 声 子 , 没 有 А, 型 声 子 , 故 14,, 一 '4; 作为 单 声 子 伴随 
Z 偏振 电 偶 跃 迁 过 程 不 能 发 生 。 这 些 都 和 图 7.11 中 Ds 对 称 中 直 
接 跃 迁 结果 相反 ,如 图 7.14 ЛЖ. 

3, 不 同 牙 迁 谱 线 的 宽度 
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ТА, сх E.) 


"Ау; 


О, Р, 
87.14 D 晶 场 中 Co” 离子 的 偏振 吸收 


从 图 7.13 中 看 到 Crs+ (d3) 在 氧 离子 立方 配 位 环境 中 的 自 旋 
允许 跃迁 44, = Т, 是 很 宽 的 带 ,而 自 旋 禁 戒 的 跃迁 一 А, 则 
较 诸 。 在 后 面 的 图 7.15 中 亦 有 类 似 情况 。 从 立方 晶 场 表象 看 ,44， 
ЖЕНАТ, ПАТ, 属 (tz2e), 见 图 7.2， 当 前 场 很 强 时 ， 
一 个 晶 场 谱 项 基本 属于 一 个 晶 场 组 态 ( 只 混 有 非常 少 的 其 它 晶 场 ， 
组 态 的 这 种 晶 场 谱 项 )。 这 时 , 晶 场 组 态 相同 的 项 间 跃 迁 是 牵 峰 ， 
而 品 场 组 态 不 同 的 项 间 唉 迁 是 宽带 。 原 因 是 : 

(1) 晶 场 能 И. (7, К) н В 5 (例如 立方 场 的 рте") в 
ХЕ. 跃迁 前 后 组 态 车 相同 ,由 式 (7.67) 中 的 |y > 在 跃迁 前 后 属 同一 
晶 场 组 态 ,给 出 基本 相同 的 晶 场 能 Fe (Е) = «Ши, К) у>, 
由 该 起 所 决定 的 平衡 构 形 基本 相同 [项 能 的 不 同 主要 因 N 个 电子 
间作 用 能 有 H。(x ) 等 不 同一 常常 是 一 个 电子 自 旋 反 向 改变 了 电子 
间 交 换 能 , 如 组 态 42) 的 谱 项 44, ПЕ, ВСЕ ЕБЕ 92033 
但 也 不 尽 然 ,例如 组 态 (t») 的 三 个 项 下 ,*T, 2Т, 的 电子 总 自 旋 都 
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是 1/2, 但 它们 的 能 量 还 是 不 相同 .] ,因而 前 述 平衡 构 形 位 移 所 产 
生 的 声 子 边 带 没有 (或 很 弱 ), 带 较 牵 ; 晶 场 组 态 改变 的 跃迁 则 相反 。 

(2 ) 由 图 72 可见 ,在 也/B 很 大 时 , 晶 场 组 态 相 同 的 能 量 曲线 
Е/В- D, /8 相互 平行 , 即 06/6D, 近乎 相同 。 理 由 是 晶 场 能 V。 
已 占 的 主要 成 分 , 而 如 (1) 所 述 ,Vc (ЮЦ УС Хр, ЮЖ ] 
基本 由 晶 场 组 态 决定 。 于 是 ,由 被 测量 的 各 络 离子 的 р, 的 统计 涨 
落 而 导致 的 带宽 ,以 及 跃迁 时 因 振 动 而 偏离 平衡 位 置 所 导致 的 声 
子 边 带 都 较 弱 ， 所 以 , 带 较 春 ; 晶 场 组 态 不 同 的 项 间 跃 迁 则 相 
反 。 

心 离子 晶 场 光谱 的 宽带 ,在 极 低温 度 下 也 有 1000cm-: 的 量 级 ， 
这 和 式 (7.97) 中 对 < и> 的 估计 值 一 致 . 

4. 红 宝石 ALO,:Cp+ 的 室温 光谱 

图 7.15 是 红宝石 在 室温 下 的 偏振 吸收 谱 ， 在 可 见 光 区 的 宽 
带 U 和 了 的 带宽 有 3000; 8 А, КВИ 
0.1 ~ 10cm :范围 ， 

通过 对 有 吸收 系数 的 测量 和 分 析 , 知 宽带 的 振子 强度 约 为 10-4， 
窄 线 的 为 10 ~ 10-7。 加 上 偏振 吸收 选择 律 ,确定 它们 是 а-а 
电 偶 极 跃迁 . 

上 述 各 吸收 带 的 积分 强度 基本 和 温度 元 关 , 因 而 跃迁 强度 主 
要 由 静态 奇 宇 晶 场 所 贡献 .红宝石 中 离子 Су 的 对 称 性 由 没有 
反 演 中 心 的 群 C; 描述 。 车 用 立方 群 的 谱 项 粗略 表示 初 末 态 , 则 这 
些 豚 收 的 初 态 为 (2) 44; , 末 态 对 应 为 (参考 图 72, 参量 值 
户 = 1700ст”! , В = 700сш”!,С-4В): 


127: 1227 Оо ВЭ ҮЗ Ү ЛЕ 

(12 ):Е (22 )°Т, (22е Т, 42ут, (26 УТ, бет, 
其 中 了 第 在 紫外 区 , 较 弱 , ЄЯЖЛБВТЕЮН..НТ(3 МТ,Я 
(1, е2)*Т, 的 组 态 混合 才 被 观测 到 的 . 
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吸收 系数 


15 20 25 30 35 40 45 
波 数 (x103cm-!) 
图 7.15 室温 下 红宝石 ( 含 0.28% 重 的 CrO,) 的 吸收 谱 
| Ж8:Е1С, (с); 8: ЕС, (x)] 


— #4" 离子 光谱 在 紫外 区 还 有 对 应 必 离子 和 配 位 离子 间 电 
荷 转 移 、 或 配 位 离子 间 电 荷 转移 的 强 吸 收 ， 
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ачу АЪТ ИЧ, 可 通过 辐射 光子 方 os 而 误 
变 ,由 式 (5.126) 可 见 这 种 几率 正比 于 ос, ПЕНН Е 
AE=Fiw。 的 立方 ; 另 方面 ,也 可 通过 发 射 若干 声 子 (即将 电子 激发 
能 转变 为 离子 或 品格 的 振动 能 ) 而 弛 琼 , 且 这 种 几率 随 ДЕ 的 减 小 
而 增加 。 

当 AE 比较 大 而 电 声 子 耦合 较 弱 ,例如 (4j )* 的 КЕЗ" 离子 情 
况 ,可 用 式 (7.71) 的 甩 , 作 为 微 扰 , 用 微 扰 论 来 算 无 辐射 弛 珠 几 率 
уу. ш, н, та О, 线性 项 的 二 阶 微 扰 和 0@, 8,. 二 次 项 的 一 阶 
微 扰 对 应 双 声 子 弛 殉 过 程 等 。 计 算 结果 ,绝对 温度 工时 的 村 可 
表 为 
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(Т) = И,/ [1 –ехр с 2)" 


其 中 Исет" А6 


这 里 :c 和 wx 依赖 于 离子 和 基质 性 质 , 一 般 c 为 100~ 10'5ес ! 量 
级 ,zx 为 10-3 ~ 1072ст 8) 9 :55 为 有 效 声 子 能 量 (高 频 声 子 主 
导 , Ло 在 300ст' Ж 8), N=AE/fw 为 有 效 声 子 数 ， 当 
АЕ = 3500cm-:( 约 合 7 个 高 频 声 子 能 量 ) 时 ,无 辐射 弛 殉 率 已 和 辐 
对 于 耦合 较 强 ,例如 (34 )* 的 过 渡 金 属 离子 的 情况 ,可 发 射 更 
多 声 子 而 纯 弄 。 这 时 ,绝热 近似 已 不 是 好 的 近似 。 例 如 在 图 7.12 
中 的 G 点 ,两 扫 物 线 相 交 , 在 非 绝热 近似 下 ,要 认为 它 表示 系统 处 
ТОФЛфУ, (x, 六 中 ) 和 四 全 )y。o(Xx ,及 0) 的 迭 加 态 。 处 于 B 态 
(或 C 态 ) 的 系统 有 可 能 通过 热 涨 落 经 过 G 态 而 弛 瑰 到 电子 基态 ， 
ЖЕЖ Е Н (Ес-Е,)/КТ ЭЕ. НФУ Н ПЕЛИ, ШИЛ, 
жа Л 8 28. 80033388 Эр, ЗЕЕ 
因素 。 就 过 渡 金 属 材 料 言 , 电子 态 能 阶 AE 也 较 大 。 通常 ,大约 
ДЕ = 7000cm (发 射 20 个 声 子 ) 的 弛 懈 率 已 和 辐射 衰变 率 相近 ， 


ЖЛ ЭТЭ ЭЭН. 化学键 和 分 子 光谱 


本 节 简 要 介绍 群 论 在 量子 化 学 中 关于 一 般 分 子 的 电子 态 , 化 
学 键 和 分 子 光谱 的 应 用 ,重点 突出 和 前 几 节 处 理 络 合 物 分 ( 离 ) 子 
的 虎 场 理论 方法 不 同 的 方面 。 下 节 再 用 本 节 的 分 子 轨道 方法 处 
理 络 合 物 分 ( 离 ) 子 , 即 介绍 配 位 场 理论 . 


一 , 分 子 轨道 和 分 子 对 称 点 群 


按 分 子 轨道 理论 ,分 子 中 每 个 电子 (实际 主要 是 原子 实 之 外 的 
参与 化 学 成 键 的 价 电 子 ) 都 在 属于 整个 分 子 的 一 个 单 电子 轨道 上 
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运动 , 亦 即 其 状态 为 一 个 单 电 子 哈 密 顿 h (2 ) 的 本 征 函 数 光 (xX) 所 
描述 ,h 区 ) 中 的 位 能 v (六) 由 分 子 中 的 核 和 其 它 电 子 与 该 电子 的 
作用 决定 ;于 是 , 象 原子 中 电子 填充 沉 层 一 样 ,分 子 中 的 ( 价 ) 电 子 
在 满足 鲍 里 原理 的 前 提 下 逐一 按 能 量 增加 的 次 序 填充 这 些 分 子 
轨道 ,就 构成 了 分 子 的 基态 , 它 是 整个 分 子 险 密 顿 启 的 一 个 本 征 
函数 . 

在 实际 求解 这 些 分 子 轨道 y (x ) 时 ,通常 都 用 分 子 中 各 原子 
轨道 9 的 线性 组 合 (LCAO ) 来 表示 它 ;并 且 有 h(x) 的 对 称 群 取 为 
分 子 核 构 形 的 对 称 群 G, 即 认为 电子 间 相 互 作用 能 的 对 称 群 不 低 
于 群 6， 

分 子 点 群 G 是 群 R; 的 子 群 , 故 分 子 轨道 W(X) 不 能 用 轨道 角 
动量 量子 数 (1 ,m), 而 要 用 点 群 G 的 不 可 约 表示 符号 (T ,7 ) 来 标 
ж. Ж С.Н, ВЕКЕ В Do , 即 图 7.16 所 示 苯 分 子 的 对 称 
群 。 它 的 最 易 激发 的 价 电子 是 各 个 碳 原子 的 . 垂直 苯 环 的 2p 电 
Т. 这 6 个 原子 轨道 的 电子 云 沿 Z 轴 (Z>0 时 9g,,>0,Z <0 时 
9 <0), 它 们 作为 基 给 出 群 D。 一 个 6 维 可 约 表示 T。 可 按 常 规 
方法 (参见 第 二 章 第 七 节 的 水 分 子 例 ) 将 工 约 化 为 群 D。 的 下 述 不 
可 约 表 示 直 和 : 


Г-А,9 ВФЕ, ФЕ, (7.114) 


所 以 ,它们 提供 6 个 分 子 轨道 cu,ev , e,,, b,, ,其 中 ej, 和 e,, 都 是 
两 重 简 并 的 。 可 以 证 明 , 上 述 分 子 轨道 的 能 量 按 所 给 次 序 由 小 到 
大 。 所 以 , 莱 的 基态 是 (oz ef )'41 ,激发 态 是 对 应 分 子 组 态 
(a2 e3 eu ) 的 电子 谱 项 s+1B， ,311B，, 3+1E，(6=1 或 0 注意 ， 
Б,ХЕ,,-8, 9 В,,Ф Е, ) 等 ,这 也 类 似 于 原子 态 和 前 述 几 节 络 离 
子 电子 态 的 表述 方法 。 这 6 个 分 子 轨道 的 每 一 个 都 是 6 个 原子 2р, 
型 轨道 o (i=1, 2 ,… 6) 的 线性 组 合 。 例 如 
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图 7.16 芋 分 子 的 几何 构 形 


1 А 

yo у ефе) (7.15) 
1 

бул луу, бүт дэх фу Put Фу фа) (7.116) 


等 等 。 可 见 ,处 于 这 种 分 子 轨道 上 的 电子 已 为 整个 分 子 所 有 ,而 
不 再 只 属于 某 一 个 原子 。 当 然 ,这 是 一 个 特例 。 一 般 的 ,一 个 分 
子 轨道 yy 中 各 个 w 所 乘 系 数 的 绝对 值 不 一 定 相等 


=. 分 子 轨道 和 化 学 键 


化 学 家 常 把 注意 力 集中 于 分 子 中 相 邻 原子 间 的 化 学 键 , 并 将 
在 简单 化 合 物 中 研究 出 的 各 种 化 学 键 的 性 质 推 广 应 用 到 有 关 的 
复杂 化 合 物 中 去 。 这 里 ,我 们 讨论 分 子 轨道 和 化 学 键 的 关系 ,并 
县 以 简单 的 氢 分 子 离子 Н 和 和 氢 分 子 Н, 等 为 例 , 因为 通常 的 化 
学 键 是 指 两 原子 的 结合 。 

1. 成 键 和 反 键 分 子 轨道 

ин, 为 例 , 其 有 关 坐 标示 意 于 图 7.17 中 ,哈密 顿 (用 原子 单位 ) 
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(7.117) 


其 中 ћ= 一 Пин – (7.118) 


是 H,* 中 的 单 电子 哈密 顿 。 


(и, у, а) 


гь 


(0,0,-8/2) 27 тэ 


(0,0,2) 
717 H, 的 椭圆 坐标 


设 以 a 和 4b 原子 的 1s 态 函 9 和 9, 的 线性 组 合 表示 能 量 最 低 
的 分 子 轨道 yy 


у= С,ф,+ Cp | (7.119) 
则 Hy= Ey 
的 解 是 下 述 的 一 个 成 键 和 一 个 反 键 分 子 轨道 :成 键 波 函 
у= (ф,+Фф,)/ /24+5,,) (7.120) 
能 量 已 =Eo+ -二 人 (7.121) 


1+3, 


а 
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反 键 波 函 y*= (ф,-0,)/, /24 一 So (7.122) 


4-К 


能 量 Е*=Е?+ (7.123) 
1-5, 
其 中 8,-1Їо,ф,4т (7.124) 
， 
Ј= = -| dr (7.125) 
К РЬ 
= 1с {Ф.Ф 
К= 到 Su- аат (7.126) 
Е) Р 
һ= - 192% 1 (7.127) 
2 9 


在 g, 中 的 本 征 值 ,和 Er 相 等 . 

E 和 E* 对 RR 的 关系 如 图 7.18 所 示 。 可 见 ,两 原子 孤立 时 能 
量 相等 的 两 ls 态 p。 和 gp,, 当 两 原子 靠近 发 生 相 互 作用 后 , 分裂 
成 WW 和 w* 两 个 分 子 态 。 成 键 态 y 的 能 量 已 能 取 负 值 的 关键 是 天 
中 所 含 的 项 


-Ё-- | es dt=— | dr<0 (7.128) 


1) 


在 目前 这 种 近似 方法 中 粗略 的 说 ,这 是 电子 部 分 地 处 于 о, ВАВ 
地 处 于 ws 态 时 对 两 核 的 吸引 能 , 即 通过 式 (7.118 ) 的 单 电子 哈密 


顿 h 中 的 吸引 力 位 能 一 (十 + 1 ) 来 胶合 原子 以 形成 分 子 的 ， 
а b 
从 图 7.19 中 电 和 ye 在 键 长 方向 上 的 分 布 可 以 清楚 看 到 这 一 点 ， 


一 287 一 


4718 Н 的 能 量 曲 线 


从 此 例 看 出 ,为 了 形成 成 键 分 子 轨道 , 原来 的 两 原子 轨道 能 
量 要 相近 (以 有 利于 分 子 轨道 中 两 原子 轨道 的 混合 ), 同 时 8 积 
分 要 大 一 一 电子 云 重 迭 要 多 , 且 波 函 p, 和 9, 的 空间 分 布 对 称 性 
要 保证 1 不 为 零 ， 

2.0 Л) л Үй 

Н 的 对 称 群 是 Du ( 它 包含 群 C,, ЕУР). ВХ 
原子 分 子 的 分 子 轨道 应 以 附录 I[ 中 群 D。，( 当 两 核 不 同时 为 群 
С.) 的 不 可 约 表示 来 标志 。 
以 群 C,, 为 例 ,一 维 表示 的 4, 和 4, 称 为 o 键 , 二 维 表示 的 Е, 
称 为 z 键 ,E, 称 为 6 键 … 这 是 根据 ( 绕 键 轴 Z 旋转 a 角 的 ЭВ ЕС, 
在 这 些 表示 基 矢 中 的 表示 因子 。-“* 来 划分 的 :o 键 的 4=0 ,关键 的 
两 态 的 4= 土 1 ,5 键 两 态 的 4= 土 2… 。 这 种 表示 因子 e 是 和 
椭 球 坐标 系 中 下 述 分 离 变量 形式 的 分 子 波 函 相 联系 的 : 


YEI=MOING ер (0-40.21,42-4) (7.130) 
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б 719 于 的 成 键 反 键 态 沿 键 轴 的 几率 密度 


其 中 а= УА јујуб (Шоу ба 0) (7131) 
这 种 坐标 系 对 双 原子 分 子 显然 是 最 方便 的 ,在 其 中 光 可 写 为 上 述 
分 离 变 量 形式 ， 若 为 同 核 双 原子 分 子 , 则 按照 基 矢 在 反 演 i 作 用 
下 的 变换 性 ,还 有 奇 或 侦 之 分 ,并 以 下 标 4 或 g 标 志 之 。 
根据 波 函 因子 e* 可 知 ,o 轨道 的 电子 云 以 键 轴 为 对 称 轴 作 轴 
对 称 形 分 布 ;e*=e”*=1 和 x 无 关 ; 简 并 的 两 * 轨 道 可 重新 组 合 为 
分 别 正 比 于 sing 和 соѕа 的 两 个 轨道 ,因而 各 有 一 个 由 =0 的 结 面 ， 
结 面 两 侧 光 值 反 号 .例如 正比 于 sinx 的 由 的 结 面 的 a=0 和 
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无 论 成 键 还 是 反 键 的 或 x 轨道 ,其 波 函 绕 键 轴 沿 方位 角 x 的 分 
布 都 有 这 样 的 特征 ， 

o 轨道 除 可 由 原子 a 和 上 b 的 15 轨道 组 合成 成 键 cs ЯШ 86 05 
外 ,也 可 由 它们 的 2p, 轨道 组 合成 成 键 的 oj, 和 反 键 的 ox 
轨道 … , 且 cy 的 成 键 能 力 比 cx 强 ,原因 是 两 2p, 原子 波 函 的 极 大 
均 沿 键 轴 , 相 互 重 迭 多 , 故 形成 的 c, 和 oj* 能 量 分 裂 大 ;轨道 在 
通过 键 轴 Z 的 结 面 上 强度 为 零 ,可 由 两 个 p, (或 两 个 p,) 型 原子 轨 
道 ( 这 种 原子 轨道 也 有 通过 Z 轴 的 结 面 ) 组 合 而 成 , 这 两 个 轨道 极 
大 垂直 于 键 轴 Z, 故 形成 的 x 型 是 弱 分 子 键 。 这 些 分 子 轨道 波 函 
的 空间 分 布 如 图 7.20 所 示 (图 中 键 轴 沿 X 方 向 )。 一 般 言 ,它们 
的 能 量 有 如 下 关系 


ж ж - ж ж 
0ү,«0,7-«0,,«0,/ «бэ, Лэу ппу = п, “эр 


3, 离子 键 和 共 价 键 
ПАТЕН, УЙ. Н, 体系 的 哈密 顿 


1 
ВК’ 


н=њ+њ+ 一 + (7.132) 
аЬ 


АФ л (7118) ФН, 中 的 单 电子 哈密 顿 ; 对 稳定 的 H,， 
ПК 是 常数 但 不 同 于 式 (7.117) 中 的 1/R( 因 КК). 3 
1/ ға» 则 Н, 的 电子 基态 (oj, ) Н 22 [8] 0 ра 


> 一 1 
V(x,, х,) = 2(1358,) | Ф,1)--Ф,(0)31|9,0)-4о,(2)| 


-1Ф,0о,О»-ф,0)р,01-1о,0)Ф,0)-Ф,0Жр,0) (7.133) 


显然 ,上 式 右 端 前 两 项 对 应 离子 键 态 (例如 第 一 项 中 两 电子 均 集 
中 在 4 核 附近 ), 后 二 项 即 对 应 共 价 键 态 。 所 以 ,分 子 轨道 可 将 两 
种 键 态 包括 在 内 。 
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图 7.20 几 种 成 键 和 反 键 的 分 子 轨道 


现 讨论 共 价 成 键 和 反 键 态 
ф,(Х,,Х,)-0, (1)9, 2)+ 9,0: Эр, 0) (7.134) 
ys, Хул ф,()0,0)-0,0)9,0) 0.135) 


其 中 由 * (х, хуй Н, 的 激发 组 态 (cu ot ) 的 波 函 中 [ 类 似 式 
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(7.133 )] 8)Ж 02523, 显然 ,对 电子 1 和 2 的 交换 是 对 称 的 ， 
у." 则 是 反对 称 的 。 改 计 及 自 旋 后 ,应 乘 以 交换 反对 称 的 S=0 
的 自 旋 波 函 х, (Ss , S.; ),We* ЯН 5= 1 80 х, (5,,,S,,), 故 共 价 
成 键 态 中 , 两 电子 自 旋 取 向 相反 。 

ВУЛЕ ууж 的 能 量 表达 式 比 式 (7121) 4 (7123) Я 
杂 后 ,但凡 能 量 比 风 * 低 的 关键 仍 是 前 者 含有 正比 于 (-28)、 
后 者 含有 正比 于 (28 ) 的 项 , B 如 式 (7.128 ) 所 示 。 亦 即 , 共 价 成 键 
ВЕЖА Ф. ф, Ж хн РЕ З" 中 对 两 核 的 吸引 胶 
合作 用 。 

所 以 ,粗略 地 说 , 共 价 键 来 源 于 p。 和 gq, 重 近 处 一 对 自 旋 反 向 
的 电子 的 “交换 "” 。 因 而 具有 人 饱和 性 已 参与 一 共 价 键 的 电子 
不 能 再 和 别 的 原子 成 键 . 


三 .方向 键 和 杂 化 原子 轨道 


在 图 7.16 中 ,每 一 个 碳 原子 在 形成 蘑 分 子 时 ,贡献 3 个 互 成 
120 "的 0 键 (两 个 键 连结 相 邻 碳 原子 , 一 个 键 连结 氧 )。 这 称 为 方 
向 键 , 和 分 子 构 形 密切 相关 。 选 一 个 碳 原子 为 原点 ,由 它 出 发 画 3 
个 等 长 的 互 成 120 "的 矢量 代表 这 3 个 键 , 则 这 3 个 矢量 构成 的 
图 形 具 有 (原点 在 该 碳 原子 上 的 ) 点 群 D。 的 对 称 性 .以 这 3 个 矢量 
为 基 , 可 形成 群 D; 的 一 个 可 约 表示 .借助 附录 1 中 群 D, 的 特征 标 表 , 可 
将 此 表示 约 化 为 表示 直 和 4 人 人 已 “又 由 特征 表 可 看 出 ,原子 轨道 集合 
65р, р, Уй! ;psp,)"… 均 可 作为 д ФЕ 的 基 , 或 即 原子 轨道 集合 sp 
和 dpP… 可 生成 平面 上 互 成 120 "的 3 个 o 键 .这 里 每 个 6 键 原 则 上 
都 是 .3 个 原子 轨道 的 线性 组 合 , 故 称 为 “ 杂 化 键 "， 

碳 原子 基态 的 电子 壳 层 结构 是 (1s ) (2537 (2p)?。(1s)* 属 于 
原子 实 , 另 4 个 电子 常 以 激发 组 态 (sp? ) 形 式 参 与 成 键 (激发 一 个 2 
电子 为 2p 电子 的 激发 能 总 是 比 形成 分 子 时 能 量 的 降低 值 要 
少 )。 例如 ,在 金刚 石和 甲烷 СН, 中 的 碳 就 是 以 sp 284 8071 а 
体 键 和 别 的 原子 进行 共 价 结 合 ; 在 莱 中 的 碳 则 是 以 上 述 sp 杂 化 
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的 平面 三 角 键 形成 茶 分 子 骨架 , 剩 下 的 一 个 2p, 电子 就 象 一 中 所 
述 那样 形成 比较 松弛 的 “共振 大 л”. 


Д. 分 子 光谱 


1 蔡 的 紫外 光谱 | 

图 7.21 是 莱 的 紫外 吸收 光谱 ,其 基 项 '4,, 和 低 激 发 项 已 在 一 
中 讲 过 , 图 中 标 出 了 吸收 跃迁 未 态 的 这 些 谱 项 符号 ， 注 意 到 电 侦 
极 矩 算 符 (x ,y;z) 是 群 Da 不 可 约 表示 Е. ФА, 的 基 , КЕСА, 
- Е, (振子 强度 P=12) 是 电 侦 极 允 许 的 ; 4Н СО ЛА, = (В, 
(P=0.12) 和 4 一 ‘В, (Р= 0.002 ) 都 不 是 电 偶 极 允许 的 , 故 都 伴随 
有 适当 对 称 性 的 振动 激发 , 这 在 2600A 处 的 谱 中 看 得 最 清楚 。 这 
种 声 子 伴随 跃迁 的 作用 和 第 八 节 中 讨论 的 完全 类 似 。 在 3400A 
处 的 弱 吸 收 (P<7x 1072), Е Н.ЕВЭХБОТА,-- ЭВ,,, 在 1500А 
处 的 结构 是 里 德 堡 暑 迁 , 跃迁 中 碳 原子 2p 电子 的 主 量子 数 增加 1 
或 者 更 多 。 

2. 分 子 光 谱 带 系 

除 上 述 电 子 光谱 外 ,分 子 还 有 振动 和 转动 谱 。 分 子 振动 的 模 
已 在 第 二 章 第 七 节 讲 过 ; 由 式 (7.69) 看 到 ,分 子 转动 模 也 形成 分 子 
对 称 群 的 不 可 约 表示 基 。 除 线性 分 子 转动 为 两 个 自由 度 外 ,其 余 
分 子 的 转动 有 3 个 自由 度 。 | 

纯 振 动能 级 间 的 跃迁 ,例如 红外 吸收 ,类 似 于 第 九 章 第 十 一 节 
的 讨论 , 且 比 它 更 简单 (相当 于 仅 讨 论 一 个 原 胞 的 吸收 ); 纯 转动 
能 级 间 的 跃迁 ,要 根据 转动 惯量 的 特点 分 别处 理 , 属于 远 红 外 或 
微波 谱 范围 ,本 书 就 不 讨论 了 . 

分 子 的 电子 跃迁 谱 分 布 在 从 远 紫外 (1000A ~ 2000A) 到 可 
见 光 (4000A ~ 8000A) 的 区 域 ; 振动 谱 分 布 在 近 红外 (12--202) 
区 域 ,转动 谱 分 布 在 从 远 红 外 (20 一 5004 ) 到 微波 (0.1cm ~ 30cm ， 
对 应 频率 为 3x 10; ~ 10; 兆 周 / 秒 ) 的 区 域 。 一 个 振动 跃迁 常 伴 
随 有 若干 转动 路 迁 谱 线 , 因而 振动 谱 是 带 谱 ; -ЛТНБОРЖЇ 
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有 振动 和 转动 跃迁 ,因而 电子 谱 应 是 谱 带 系 。 当然 ,由 于 各 谱 区 
所 用 谱 仪 不 同 , 这 些 结构 一 般 不 是 用 一 种 谱 仪 能 清楚 地 测 出 的 ， 


第 十 节 ” 络 离子 的 分 子 轨道 理论 


在 本 章 所 述 过 渡 族 络 离子 的 晶 场 理论 中 , 假定 了 中 心 离子 的 
价 电子 波 函 仅 含 中 心 离子 的 34 轨 函 (或 讨论 а-а 电 偶 跃迁 时 计 
人 中 心 离子 妇 和 41 等 轨 函 的 混 人 ) ,而 完全 不 含 配 体 价 电子 轨道 
的 贡献 ,所 以 忽略 了 共 价 键 之 类 的 效应 。 实 际 上 , 这 类 效应 当然 
是 存在 的 。 例 如 ,用 静电 模型 (特别 是 静电 点 荷 模型 ) 计 算出 的 晶 
场 参量 等 总 是 和 实验 结果 符合 得 不 好 。 所 以 ,总 是 在 一 般 唱 场 理 
论 的 框架 中 直接 从 实验 数据 拟 合 出 各 种 有 关 的 参量 值 。 这 样 拟 
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合 出 的 参量 值 在 一 定 程 度 上 包含 有 分 子 轨道 或 共 价 键 的 效应 。 
а" 离子 间 库 仑 作用 参量 B,C 和 旋 轨 耦合 参量 2,341 ЛЕ 
络 离子 中 一 般 比 自由 离子 值 小 约 10 ~ 40%。 这 称 为 电子 云 脱 胀 
效应 (nephelauxetie effect ), 是 共 价 键 的 一 种 表现 。 因 为 在 共 价 
成 键 时 , 沿 键 长 方向 两 原子 态 的 电子 云 重 迭 并 延伸 ,从 而 ,一 方面 
电子 云 膨胀 导致 心 电子 间作 用 减弱 , 另 方面 中 心 离子 实 受到 屏蔽 
( 减 小 了 有 效 电 荷 ) 导 致 5 和 值 的 下 降 。 但 是 ,即使 用 拟 合 参 量 值 
的 方法 , 晶 场 理论 框架 仍 是 有 局 限 的 。 例 如 放弃 “42 轨 近 似 ” 后 , 立 
方 场 中 价 电子 库仑 作用 参量 应 是 10 个 而 非 人 (A,B,C)3 个 。 本 节 
简 述 立方 构 形 络 离子 的 分 子 轨道 理论 ,这 种 理论 有 时 被 称 为 配 位 
场 理论 ， 


--, 对 称 化 匹配 轨道 


1. 作为 基 的 原子 轨道 集合 

为 了 构成 络 离 子 的 分 子 轨道 ,中 心 离子 和 各 个 配 位 离子 都 要 
被 选 出 若干 原子 轨道 作为 基 来 进行 线性 组 合 。 选 哪些 原子 轨道 
ТЕЗЕ, 取决 于 所 研究 的 是 哪些 分 子 轨道 以 及 所 采用 的 近似 程度 . 
因为 (原点 在 中 心 离子 上 的 ) 点 对 称 群 (例如 0;) 的 操作 不 会 将 中 
心 离子 的 轨道 转换 为 配 体 轨道 ,所 以 这 些 原子 轨道 自然 分 成 两 组 ， 
一 组 是 中 心 离子 的 ,一 组 是 配 体 的 。 两 组 原子 轨道 各 组 成 群 0, 不 
可 约 表示 基 ( 即 所 谓 “ 对 称 化 匹配 轨道 ) 之 后 ,相同 对 称 类 型 的 中 
心 轨道 和 配 体 轨道 再 相互 线性 组 合 形成 成 键 和 反 键 的 络 离子 分 
子 轨道 。 | 

配 体 轨 道 在 配 位 离子 未 确定 时 不 便于 具体 指定 。 可 按 能 与 中 
心 离子 形成 o 键 ,或 + 键 .或 5 键 … 而 分 类 ,粗略 说 , 即 按 电子 云 
的 取向 而 分 类 。 我 们 只 选择 讨论 每 个 配 体 只 贡献 一 个 o 键 和 两 
个 + 键 , 即 每 个 配 体 只 贡献 3 个 电子 云 分 布 互相 垂直 的 原子 轨道 
这 种 情形 ,并 用 3 个 起 点 在 该 配 体 的 矢量 表示 。 其 中 , 由 第 i 个 配 
位 离子 出 发 指向 中 心 离子 的 矢量 可 形成 o 键 ,用 z, 表示, 其余 两 
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矢量 只 能 形成 元 键 ,分 别 表示 为 x; 和 .如 图 7.22 所 示 。 至 于 中 
心 离子 的 原子 轨道 ,我 们 选 34, 48, 47 共 9 个 参与 成 键 , 因 能 量 更 
低 者 属 原子 实 而 我 们 主要 研究 34 轨道 在 络 离子 中 的 变化 和 能 量 
分 型. 


图 7.22 正八 面体 络 离子 中 的 a 和 配 位 体 轨道 


2. 原子 轨道 的 对 称 化 组 合 

中 心 离子 的 34 轨道 给 出 群 0; 的 表示 Е, 四 T 的 基 ,4s 给 
A 而 4 给 出 T,, 的 基 。 作 为 这 些 不 可 约 的 基 矢 的 波 函 已 讲 过 , 列 
РЖ 7.5 中 的 左边 ; 配 体 的 参与 成 o 键 的 6 个 矢量 z (i=1,2,…6) 
的 集合 作为 基 可 给 出 群 0, 的 一 个 表示 , 按 第 二 章 第 七 节 方 法 约 化 ， 
即 为 表示 А,, 9 Ti, 旬 EE,。 对 应 的 对 称 化 匹配 轨道 也 可 用 投影 算 
符 或 直观 方法 表 为 二 的 线性 组 合 , 列 于 表 7.5 的 中 间 一 栏 。 对 比 
图 7.22 ,不 难看 出 这 些 组 合 确 具有 对 应 的 对 称 性 , 例如 :V 16 > 2, 


确 是 全 对 称 4 型 的 ; (2,-22/.2 确 为 了 ,的 = 分 量 基 矢 等 。 
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所 以 ,有 时 用 直 观 方法 也 能 写 出 这 些 对 称 化 匹配 轨道 

配 体 的 12 个 参与 成 x 键 的 矢量 和 y (i=1,2,…6) 也 给 出 
群 0 的 一 个 表示 , 按 同 样 方法 可 约 化 成 表示 T,@ Т, ӘТ, ФТ, 
由 于 所 选 的 中 心 离子 原子 轨道 集合 不 能 给 出 T, 和 T, 表示 , 故 表 
7.5 右边 一 栏 只 列 出 了 т, Т, 的 6 个 对 称 化 匹配 轨道 。 仅 当 包 
括 中 心 离子 /或 g 轨 道 时 ,由 配 体 z 键 结构 成 的 T。 аў Т, 对称 化 
轨道 才 参 与 成 键 . 


875 正八 面体 络 离子 (0, 对 称 ) 的 对 称 性 匹配 轨道 


| | 配 位 离 子 5 4 
i 对称 性 | 中 心 离子 轨道 
| o 型 轨道 TY 型 Ял 
Е лс: 
| 一 一 一 一 一 一 一 一 
| 4р, М2 64-22 V 114 буйх,ху-уд 
| Т, 4р, У 1/2 (су-20 Уга (ty hx) 
| 4р, 4172 (2,—2,) У14 С) 
一 一 | 
3422 4114 (2-01:8:2-12 
Е, 
34: VU бүйгуг2а,а дү 2:,) | 

| — 
| 34, У 14 (Xt+y, + y+ xs) 

Т, 34, Ул Qt xX)+ x уу 
| 34, Vu4 Get yt yt xXx.) 


=. 分 子 轨道 和 配 位 场 分 裂 能 A= 10р, 


络 离子 的 分 子 轨道 应 是 整个 络 离子 中 单 电子 哈密 顿 户 的 本 
征 函 数 .h 除 包括 电子 动能 外 ,还 包括 中 心 离子 实 和 所 有 配 位 离子 
实 与 这 个 电子 的 相互 作用 位 能 V(x*). 原则 上 用 前 述 (9+3x6)=27 
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个 原子 轨道 作为 基 写 出 瑚 的 矩阵 , 对 角 化 以 后 即 可 得 27 个 分 子 轨 
道 ,它们 都 是 的 本 征 函 数 。 但 利用 上 述 对 轨道 的 对 称 性 分 类 , 需 
对 角 化 的 矩阵 维度 将 大 大 减 小 : 其 中 ,不 参与 和 中 心 离子 成 键 的 3 
个 Bu 和 3 个 Ty 轨道 已 是 有 的 本 征 函 数 ; 剩 下 的 21 个 轨道 分 属 
表 7.5 中 的 4 类 ,并 各 自己 是 对 称 化 匹配 的 。 所 以 ,我 们 也 无 需 再 
对 角 化 21 x 21 的 和 矩阵。 由 表 7.5, 只 需 分 别 对 角 化 2x 2 的 4 型 ， 
3x3 的 Ti 型 ,2x2 的 EE, 型 ,2x2 的 Ty 型 有 矩阵 即 可 [ 因为 有 是 
群 0; 的 全 对 称 4w 型 基 , 见 式 (4.39)] 。 对 角 化 以 后 所 得 hh 的 各 本 
征 值 所 对 应 的 本 征 函 数 都 是 表 7.5 中 中 心 离子 轨道 和 配 位 离子 相 
应 轨道 的 线性 迁 加 。 

由 于 л 键 较 弱 , 配 位 离子 r 轨 道 和 中 心 离子 对 应 轨道 间 大 的 
和 矩阵 元 较 小 。 如 果 近 似 令 它们 为 零 ( 即 略 去 x 键 ) 则 配 体 轨道 
也 已 是 的 本 征 函 数 ,而 上 述 需 对 角 化 的 Т, 型 矩阵 可 化 为 2x2、 
Tu 型 矩阵 可 化 为 1x 1 的。 这 种 只 考虑 o 键 所 得 到 的 正八 面体 分 
子 轨 道 表示 在 图 7.23 中 。 

设 配 位 离子 是 满 壳 层 的 , 则 在 各 自 的 с 轨道 中 原 已 有 2 个 自 
旋 取 向 相反 的 电子 ,6 个 配 位 离子 的 这 种 12 个 电子 正好 填 满 成 键 
分 子 轨道 2 ,志和 es 。 于 是 ,中 心 离子 的 d 电 子 则 填充 非 键 
(x 键 )ty 轨 道 和 反 键 的 ex 轨道 ,前 述 晶 场 能 级 分 裂 = 10D， 在 此 
表现 为 反 键 的 ex* 轨道 和 非 键 的 tj 轨道 的 能 量 差 。 й 

在 实际 的 近似 计算 中 ,确定 hh 的 近似 形式 . 选择 各 原子 轨道 
的 径 向 函数 ,计算 hh 的 矩阵 元 时 所 涉及 的 多 中 心 积分 等 ,都 不 是 容 
易 的 事 。 因 此 ,存在 各 种 不 同 的 近似 方法 . 

D.E.Ellis 等 外 在 以 局 域 密度 泛 函 理论 为 基础 的 XY 一 从 头 
计算 方法 中 , 发 展 了 离散 变 分 DV 一 X, (discrete уанайопа!-Х,) 
自治 从 头 计算 法 ,可 用 于 计算 分 子 或 原子 铂 的 单 电子 谱 , 并 且 就 
用 的 是 本 节 所 述 的 LCAO 分 子 轨道 理论 框架 。 作 者 等 用 他 的 程 
序 计算 过 ALO, 和 红宝石 (ALO,:Cr+ ) 的 单 电子 谱 中 。 


一 298 一 


Р 
! 


аї 
/一 一 一 一 
ГА йн у 
一 一 一 
би. 20 х 
4р 1 7/ AN 
ү \ 
ан Ё 
45------4д) ыг х шин жанилын 
1 / 、\、 81 ц 一 一 一 一 
УУ. :1 大 
А 1004 ең 8. 
е 1 с Ра б 
за {二 Й! 113 
一 一 一 一 一 人 一 А 
ху 孤立 的 配 位 系统 и 
їн | Ш ~ 
AN Н 
цаа 
Жор үе л) 
1 b ! 
Ы fu Л 
1 Ң Г 
1 аг ! 
络 离子 


图 7.23 正八 面体 络 离子 中 配 位 体 c 轨 道 和 中 心 离子 态 的 耦合 “ 


=. 分 子 轨 道理 论 中 的 价 电子 库仑 作用 和 参量 


前 述 志 和 ex* 分 子 轨道 被 中 心 离子 的 d 电子 填充 后 ,对 于 给 
定 的 配 位 场 组 态 (tr ev-") ( 略 去 了 ex 的 * 及 字 称 下 标 g, 下 同 )， 
络 离子 的 能 量 状态 还 会 因为 N 个 价 电子 间 库 仑 作用 Но 而 分 为 
不 同 的 谱 项 s+*T 。 在 价 电子 波 函 的 “d 轨 近 似 * 下 ,这 种 作用 在 任 
意 对 称 的 晶 场 中 均 近 似 由 3 个 参量 (A, B , C ) 决 定 。 但 是 ,在 分 
子 轨道 理论 中 , 它 的 数目 应 由 具体 的 络 离子 对 称 群 决定 。 例 如 在 
立方 场 中 ,组 态 fm" ex-”) 的 库仑 作用 参量 就 应 有 10 个 ,讨论 如 
т. 
”用 hw одот ет ОКТАЙ) ,将 库 
仑 作用 和 矩阵 元 «щу, 117 [Деу 简写 为 (ul ,vr), 则 有 
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(д4 уут) (Ар. ут) = (нА, ту) = (Ут, нА) 


所 以 这 种 矩阵 元 只 依赖 于 发 生 相 互 作 用 的 两 个 电子 各 自 所 占据 
”的 (次序 无 关 ) “вА” (44) 和 (rz)。 当 人 和 4 属 同一 种 不 可 约 
表示 工时 , (4&4) 属 直 乘 表示 ГАЈ. НЕЕ пл Н“ рауф” 
(414) 和 (hn) 也 给 出 相等 的 Н, Ж 76. А Ho 矩阵 元 只 涉及 属 交 
ЈА ЯВЦ ГЭ), 09Ж| 参看 式 (2.169)]。 于 是 ,上 述 被 一 个 电 
子 占据 的 “ 轨 函 对 ”只 有 [e’],, [tel , 1221,3 种 , 群 0, 的 元 素 不 能 
在 它们 之 间 建 立 联系 。 再 考虑 到 相互 作用 和 矩阵 元 对 电子 下 标 1 
和 2 的 交换 不 变 , 故 矩阵 元 (44 ,vt) 共 有 6 组 ,如 表 7.6 所 示 ， 


表 7.6 立方 场 中 库仑 作用 参量 数 


156156 


[el [ee 
Гг] a]s 3 | 


1/ rs 对 于 任意 旋转 都 是 不 变 的 ,是 群 0, 的 4, 型 基 。 所 以 ,每 
组 矩阵 元 包括 的 独立 参量 个 数 就 是 该 组 表示 直 乘 约 化 后 包含 4 
的 次 数 [ 参看 式 (4.39) 及 有 关 式 (2.85) 的 讨论 ] 。 例 如 


[2], е];= 4, ЕА, ФЕ] = АФЕФЕФАФА,(ФЕ 


包含 4 两 次 , 故 含 两 个 独立 参量 ， 参 考 表 7.7 就 可 作出 各 组 的 独 
立 参 量 个 数 。 参量 数列 于 表 7.6 中 , 一共 10 个 。 用 这 种 方法 ,在 
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采用 “4 轨 近 似 " 的 晶 场 理论 中 ,库仑 给 阵 元 只 有 群 SO (3 ) 不 可 约 
表示 D!' 的 下 述 直 乘 


(92р71,54| 241,-189Ф DOD'] :[р°® D:D 
一 组 , 直 乘 后 包含 
рэр @ рр Ф р*0*>3р" 


从 而 只 有 3 个 独立 参量 ， 


8.77 群 0* 不 可 约 表 示 Г 的 对 称 化 梯 积 ["] ,和 反对 称 化 泡 积 [ 工 ]， 


Griffith 的 书 中 上 , 表 A26 给 出 了 所 有 库仑 作用 矩阵 元 (ил, 
ут) ЭХ 10 个 参量 (a ,b,c…j) 表 示 的 关系 式 [ 以 及 “d 轨 近 似 ” 
下 退化 为 4, 了 B,C) 线 性 组 合 的 表示 ]。 例 如 . [е], [es 的 
3Xx3=9 个 矩阵 元 都 是 两 个 参量 e 和 /的 线性 组 合 . 

杨 金 龙 和 作者 等 中 曾 延 伸 Dy 一 X, 单 电子 能 谱 程 序 ,算出 立方 
场 中 这 10 个 参量 ,并 设法 求 出 上 述 定义 的 р, 值 , 从 而 算出 相应 
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材料 的 分 子 轨道 理论 中 (34)3 , 34) #1 (32) 42 ЭГ 的 能 
іН. 


5) 题 


І. ЯЕНЯ: 

(1) (G4) 组 态 的 光谱 项 下 在 群 0, 中 分 裂 成 ?Ti 、 37 74, 21443298 
项 。 

(2) 上 述 37 ЯТ, 谱 项 在 群 Dy ФЕ СА, Е) ОВ, +'Е,) 
谱 项 ， 

2.82 Се 有 一 个 41 价 电子 。 不 计 旋 轨 耦 合 能 时 ,其 基 项 问 在 八 面 
体 场 中 分 裂 为 几 个 能 级 ? 计 入 旋 轨 看 合 能 时 又 如 何 ? 

3. 两 电子 组 态 Gp) Са) 在 中 心 对 称 场 和 C, 对 称 场 中 分 别 有 哪 些 能 
级 ? 

4.(41 关 电子 组 态 在 Ds 晶 场 中 各 谱 项 能 量 包括 哪些 参数 ? 这 些 参 数 的 
意义 各 如 何 ? 

4. 在 前 述 题 1 (2 ) 中 的 D 电子 谱 项 ;4, 和 ”B, 之 间 , 按 Du 的 哪 种 不 可 约 
表示 变换 的 单个 声 子 可 伴随 诱导 出 Z 方向 偏振 光 的 电 偶 跃迁 4, 一 ЭВ,? 
[已 知 0; 型 络 离子 的 振动 模式 有 А.Е, Т. Т, 1, 也 共 6 个 ;讨论 时 
ЖИЗЕВАВТ | 
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第 八 章 “” 唱 体 的 对 称 性 和 空间 群 


国体 物理 或 结晶 化 学 中 都 会 讲 到 晶体 的 对 称 性 和 空间 群 ,但 
所 讲 内 容 常 嫌 不 够 。 对 所 有 空间 群 作 展开 叙述 , 在 此 也 不 可 能 ， 
现 根据 作者 在 工作 中 的 体会 ,将 这 个 介 于 物理 学 和 结晶 学 之 间 领 
域 的 一 些 内 容 汇 成 一 章 于 此 ,期 望 对 有 关 读者 有 所 帮助 。 


第 一 节 ВМ НҮХ ЭЕ 


一 , і Е 


СОЕТ ( 唱 格 ) 最 基本 的 特征 是 组 成 晶体 的 原子 在 
三 维 空间 排列 的 周期 性 , 亦 即 , 品 体 中 任意 一 点 这 和 点 


~ 
~ 一 


ХТ(УХ-3-1 (8.1) 


的 环境 完全 一 样 , 式 中 
矢量 。 

(2 ) 对 于 给 定 的 晶体 ,总 可 以 找到 一 组 三 个 不 共 面 的 原始 遇 
格 基 矢 矶 ,他 和 高 ,使 一 切 晶 格 矢量 ?都 可 表 为 它们 的 整数 线性 组 


х». 
Е: 


TO 
TQ) 是 平移 一 个 矢量 了 的 操作 ,了 称 为 晶 格 


>> > КЕСИК 
і=1а+12,+10а,= а (1, Ж) (8.2) 
і=1 


П “а п ВЕРУ ТЕ К Эр Ф ЗЕ (Bravais ) 点 阵 原 
胞 ,这 种 原 胞 在 三 维 空间 的 重复 无 穷 排列 称 为 布 拉 菲 点 阵 。 由 于 
每 个 阵 点 为 八 个 原 胞 所 共有 ， 故 每 个 原 胞 含 一 个 阵 点 。 
实际 晶体 结构 可 以 表示 为 
晶体 结构 = 点 阵 十 基 元 
亦 即 ,点 阵 的 阵 点 实际 为 基 元 , 基 元 可 以 是 一 个 原子 或 结构 取向 
确定 的 原子 团 。 点 阵 原 胞 的 阵 点 以 实际 基 元 取代 后 的 原 胞 称 为 


-0303- 


晶体 原 胞 。 
原 胞 的 选择 不 是 唯一 的 ,但 其 体积 和 所 含 顶 点 数 是 确定 的 . 
这 从 图 8.1 所 示 二 维 情形 很 易 看 出 ， 


е е . Ф е е = е 负 » 
І Ч 
Ф --0 е • -- ә Ф Ч 
аг Ї а 2 К а" а“ 
7 . 220 то ә е 
а а 1 
(а) (9) (е) 
В 31 НА ЭСЭРНЕ Ф у 06 


” 易 证 晶 格 和 撩 了 取 式 (8.2) 一 切 可 能 值 的 (的 集合 构成 群 , 称 
为 硕 格 平移 群 个 ,其 性 质 由 信 , 舍 , 舍 ) 或 点 阵 原 胞 所 确定 ， 


二 . 晶 格 对 称 操作 


(1) 绝 大 多 数 唱 体 的 唱 格 除 有 周期 平移 不 变性 外 ,还 存在 转 
动 ,反射 以 及 它们 和 平移 的 协同 变换 的 不 变性 。 这 些 变 换 称 为 晶 
格 的 对 称 操作 ,可 - - 般 地 表 为 {有 RE] 06. R), 它 使 晶体 中 任 一 点 
变换 为 : 


3 
х+У та (8.3) 
22-23 й 
-8Х-0) (00104 (84) 


其 中 :及 是 对 称 素 通 过 原点 的 转动 或 非 真 转动 ( 实 正 交 变换 ), 是 
给 定 实 常数 ,1 是 + 的 整数 部 份 ; 
то 1,+1, (8.5) 
0«:«1 | (8.6) 


3 
或 瑟 т= Ута 


(8.7) 
7-51 
则 5G,R)= 了 GD)R 
-ТОФ)Т(К-1()60:8) (88) 
其 中 т?=1+1 
(2) 用 作 图 法 易 证 :两 两 个 品格 对 称 操作 的 乘积 为 
28,8)8673)-0(8-8Ф:887) (89) 
由 此 及 逆 元 定义 易 见 
д 2.) 0 СКФ) (8.10) 
(ЗВО, К) ТОЕ ВЕ, ДЈ 
0, А)Т()00, К) '=900, А) КЕ, А Ч) 
=0(81,Е)= ТТ) (8.11) 
也 是 晶 格 对 称 操作 , 故 
Т-К (8.12) 


也 是 晶 格 矢量 。 这 个 基本 的 关系 , 既 约 束 了 晶 格 中 允许 的 操作 К 
以 及 5(G, 及 ) 的 种 类 ,也 决定 了 点 阵 的 允许 类 型 等 ， 详 见 后 述 。 


=. 晶体 中 的 点 对 称 操作 А 


СТАВЕ: А 是 三 维 实 空间 的 正 交 变 换 ( 信 := А-1), ЈЕ 
规 一 的 基 矢 名 ,名 和 台中 写 出 它 的 矩阵 , 则 会 是 实 正 交 和 矩阵 。 但 
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在 晶体 中 , 取 晶 格 基 矢 忌 为 坐标 基 矢 较为 方便 。 舍 一 般 不 是 正 交 
1—80, Ви е, (a= 1,2,3) 表 为 : 


3 
4-32Х, (detX#*0) (i=1,2,3) (8.13) 


其 中 环 是 实 和 矩阵。 以 舍 为 基 矢 ,六 的 矩阵 [R] =[R,j] 不 再 是 实 正 
交 的 ,其 矩阵 元 R, 由 下 式 决定 
Ё2-У88, (8.14) 
і=1 
ЖТ, ГОХЕ ЕЕ А К 8,7 


3 
д-У (Хт), (ШааХ”О(й ХЭЛ В:-1,2,3) (815) 


5-1 
从 而 内 积 
«4 уа»-1,(Х7),Х,«е,ёү» 
-之 (Х71),Х,6,= У (7), Хд, (8.16) 
间 理 «4.4)»-06, -14(846)” 
由 式 (8.16) 及 : 


«4 уф»- < RRE> = <0,., а> = < Ёа Ва> 
48: «Ка 2 > =56, (8.17) 
由 此 及 式 (8.14)、(8.16 } 可 导出 : 

а=), (71), 2, (8.18) 
Ё 


于 是 ,由 式 (8.16) 加 上 式 (8.14) 57 (8.18), А 898 813548 
下 式 计算 : 
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А,-«4 ,RE> = <К-2,, а> (8.19) 
并 且 , 实 正 交 算 符 R 本 身 可 用 并 矢 表 示 如 下 | 
к-У к,а, 26У, (К!) 00, (8.20) 
і ў 


НУХТАН а а ОКИ), АВИВ) (8.14) 和 

3Х (8.18). А 
(2) 所 受 限制 :由 于 条 件 (8.12) 及 式 (8.14), Ел К, 必须 是 

整数 ,从 而 矩阵 [Rj] 的 迹 也 必须 是 整数 ， 由 式 (3.14) 看 出 , 绕 Z 


轴 转 w= 22", 的 转动 %" 的 矩阵 迹 为 (1+2cosw), 从 而 非 真 施 


n 
етс" 的 矩阵 迹 为 ~ (1+2cosw )。 线 其 它 轴 作 这 种 角 的 旋转 和 
它们 有 相似 变换 关系 ,矩阵 迹 相 同 。 所 以 [LR] 的 迹 的 通 式 为 


Ж(1-2с080), oo- т (8.21) 
ХАВ ИЖ ЭЭЖ 
п=1,2,3,4,6 


(8.22) 
т= 0,1,2, и 1 
不 满足 式 (8.22 ) 88 55:51 ЧЕД 86:51 К РВЕ 
可 能 相 容 的 。 例 如 n=5 的 情形 就 是 如 此 。 

(3) 国 际 符号 : 在 规则 晶体 的 对 称 性 理论 中 惯用 一 套 点 对 称 
操作 R 的 国际 符号 , 它 和 分 子 和 量子 兹 学 中 的 熊 夫 利 斯 符号 不 同 ， 
不 是 以 旋转 已 和 对 于 对 称 平面 的 反射 9 为 基础 ,而 是 以 旋转 1 
( 即 %,) 和 对 中 心 点 的 反 演 了 ( 即 外 为 基础 ,并 写 非 真 旋转 jc 为: 

c= In=n1=7 (8.23) 
于 是 ,对 [ 垂直 于 二 次 转轴 2 (或 c,) 的 1 平面 o 的 反映 ( 射 ) 就 是 


2=1 2=ic,=0=5$, (824) 
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并 且 这 个 反射 面 "就 用 该 面 的 法 线 表 示 , 它 和 二 次 转轴 2 重合 ， 
称 为 二 次 非 真 转轴 2, 也 写 为 m. 
此 外 , 还 注意 下 列 符号 关系 : 


~ А 和 ~ 


1= i= 0,С,555, (8.25) 
3-1, -02-3 = уба! (8.26) 
6=,=022=5, (8.27) 
4-1с2-0,22-3/7 (8.28) 


因此 : 轴 了 即 轴 з, 轴 6 即 轴 s3; 轴 了 工 (区 演 中 心 ) 即 轴 5,302 (5 
射 面 ) 即 轴 5,558 4 ВЭ s,。 


第 二 节 七 个 晶 系 一 点 阵 单 胞 基 矢 


前 节 我 们 讨论 了 式 (8.12) 对 R 的 限制 , 看 到 晶 格 只 人 允许 有 限 
几 种 旋转 和 非 真 旋转 点 对 称 轴 ( 素 )。 本 节 根 据 蝇 格 具 有 的 点 对 
称 轴 的 集合 来 划分 晶 系 ,这 样 划分 晶 系 是 因为 旋转 对 称 性 在 蝇 体 
宏观 性 质 中 有 直接 反映 ; 另 方面 ,由 式 (8.12) 可 证 明 在 与 对 称 轴 相 
重合 和 系 直 的 方向 上 存在 某 些 唱 格 矢量 ,从 而 我 们 可 疗 时 讨论 七 
个 晶 系 点 阵 各 自 对 应 的 单 胞 基 矢 的 选取 一 这 种 {点 阵 单 胞 ) 基 矢 
间 关 系 本 身 也 可 作为 唱 系 的 定义 。 

一 , < 定理 >: 除 一 次 轴 外 , 沿 任 一 轴 方 向 必 有 卓 格 矢量 ; 在 
垂直 于 轴 的 平面 内 ,至 少 有 两 个 不 共 线 的 晶 格 矢量. 

< 证明 > й 

(1 ) 设 轴 2=c, 存 在 : 若 1 是 一 晶 格 矢 (注意 : 其 原点 可 取 在 轴 
с. 因 晶 格 矢 是 自由 矢量 ), 则 按 式 (8.12), 重合 于 c 的 
Т, -Г-аЛ лан, 垂直 于 с. 下 全 也 是 品格 和 #1, 
ТТЕР, ТШТ 71-с, 
定 理 对 轴 2 成 立 ; 由 于 22-02,9102-0,,52-56,, 故 轴 4 或 4 或 6 
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本 身 也 是 轴 2, 对 它们 本 定理 都 成 立 。 

Q) 设 轴 2=m=o 存在 :证 法 同上 ,上 БАЛ-81- 1, 1491 
， 由 于 命 = 人 , 故 5=6 也 是 轴 2, 本 定理 对 它 亦 成 立 。 . 
G) 设 轴 3=c 存在 : ЭРТ ТЭЭГЛИЭРТЭ ЛЫГ 
1-Т-0/812-1-2 155 БХ, 故 定理 对 3 成 立 。 由 于 
加 = 人 6, 故 ss=3 也 是 轴 3, 故 定理 对 它 也 成 立 ， 
яи, ЖЯ ий п (п=2,3,4,6) 5. 证 毕 


=. 七 个 晶 系 及 其 点 阵 单 胞 基 矢 


下 面 分 述 按 点 阵 所 具有 的 点 对 称 素 集合 所 划分 的 七 个 唱 系 。 
对 于 每 个 品系 ,为 了 充分 简洁 清晰 的 反映 出 该 晶 系 点 阵 的 旋转 对 
称 性 ,通常 选择 点 阵 的 一 种 单元 , 它 可 以 比 原 胞 大 , 称 为 单 胞 其 
基 矢 记 为 ,5 和 局 ,它们 尽 可 能 沿 对 称 轴 (特别 是 高 次 轴 ) 方 向 ， 
来 角 w,1 ,y 尽量 特殊 或 相关 , 基 矢 长 度 a,b,c 也 尽量 相关 且 在 
各 自 方向 上 是 最 小 晶 格 矢量 但是, 并非 一 切 唱 格 矢量 都 能 用 
它们 的 整数 线性 组 合 表达 , 即 单 胞 可 能 是 有 心 的 复式 单 胞 , 比 原 
胞 大 ， 本 节 讨 论 七 个 唱 系 各 自 所 对 应 的 点 阵 单 胞 的 基 矢 。 在 下 
节 将 讨论 这 些 点 阵 单 胞 的 有 心 化 即 复式 单 胞 问题 , 从 而 找到 每 种 
单 胞 所 可 能 关连 的 点 阵 原 胞 类 型 ， 

点 阵 单 胞 是 平行 六 面体 ,其 顶点 可 视 为 球形 阵 点 , 故 所 有 唱 系 
的 点 阵 单 胞 都 有 反 演 中 心 。 可 引入 反映 点 阵 最 高 点 对 称 性 的 点 
阵 ( 单 胞 ) 点 群 Ge (作为 点 阵 中 对 称 性 最 高 的 点 ,点 阵 单 胞 中 心 和 
阵 点 有 相同 的 点 对 称 性 2 )。 这 种 群 Ge 中 都 含有 反 演 操作 ?.。 
(三 斜 晶 系 :只 有 一 次 轴 1 ( 即 没 有 对 称 轴 ), 故 三 斜 单 胞 对 
- 称 群 为 C,x C'= C,，, 即 单 胞 中 对 称 性 最 高 的 点 具有 这 种 对 称 性 。 


@) 单 斜 晶 系 :只 有 一 个 轴 2、 选 轴 2 方向 上 最 小 晶 格 矢 为 尼 


(或 六 :第 二 种 定向 ), 垂 直 于 轴 2 平面 上 的 两 个 最 小 晶 格 矢 (平面 


1) 对 三 方 和 六 方 点 阵 , 这 里 的 单 胞 中 心 指 的 是 六 楼 柱 中 心 . 详 见 后 述 5 ) . 
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原 胞 矢 ) 为 2 和 了 842812), 83 а-8--2 (8 а=у= 2). 


单 胞 对 称 群 为 С,х C= Cy ;包含 有 0,=2 对 称 素 。 | 
(3 ) 正 交 ( 斜 方 ) 晶 系 : 若 有 两 个 二 次 辅 相 交 , 其 交角 为 x/2, 则 
如 式 (6.14) 所 述 , 必 有 第 三 个 二 次 轴 和 它们 都 垂直 相交 。 取 这 三 


个 二 次 轴 方向 上 最 短 蝇 格 矢 为 单 胞 基 矢 , 则 有 «=f=y= 2 。 单 


胞 对 称 群 为 Рх C= D,,. 

以 上 三 个 晶 系 没有 2 次 以 上 轴 , 称 低级 唱 族 。 

(4) 四 方 品系 :车 有 四 个 共 面 二 次 轴 相 交 , 其 交角 必 为 x/4, 则 
如 式 (6.14) 所 述 ,在 此 交点 上 必 有 一 个 四 次 轴 4 和 它们 垂直 ， 选 
轴 4 方 向 上 最 短 晶 格 矢 为 亿 , 选 一 个 二 次 轴 方向 上 的 最 短 晶 格 矢 
为 舍 , 且 选 了 一 2 他, ийнан а. ать БК 
轴 26, 等 价 。 另 一 对 二 次 轴 2c 和 它们 不 等 价 ,但 给 出 的 单 胞 类 
型 问 。 显 然 ,有 xc=p=?= - 及 a=b。 这 个 单 胞 对 称 群 为 
D4x Ci= рь. 

(5) 三 方 和 六 方 晶 系 : 若 有 三 个 或 六 个 共 面 二 次 轴 相 交 , 其 交 
角 分 别 为 zw/3 或 以 6, 在 交点 上 必 有 一 个 三 次 或 六 次 轴 与 它们 重 
直 。 选 三 次 或 六 次 轴 方 向 最 短 品格 矢 为 让 ,在 二 次 轴 平 面 上 选 一 
个 二 次 轴 方 向 最 短 蝇 格 矢 为 台 , 且 选 b=68, 它 沿 和 习 夹 2x/3 的 
另 一 个 二 次 轴 且 和 了 等 长 [注意 b=cq= (a+b) 在 
02 = 一 (G+D) 的 延 线 上 ,b 长 度 也 等 于 立 或 ,并 且 Z,D 及 
b “三 个 方向 上 的 二 重 轴 在 存在 С, 或 5 时 都 是 互相 等 价 的 ,如 图 82. 
所 示 ] ,再 由 于 这 种 基 矢 系 使 用 方便 , 故 对 有 三 个 或 六 个 共 面 二 次 
轴 相 交 的 两 种 情形 都 可 用 这 种 а-Ьяс,а-ф- 亚 ,?= 22 的 
平行 六 面体 作为 单 胞 ,并 常用 三 个 这 样 的 单 胞 拼 成 一 个 六 棱柱 来 
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显示 其 对 称 性 , 如 图 8.6 中 的 六 方 一 P 


一 单 胞 所 示 [ 这 习惯 上 称 为 六 方 参考 
| бад 系 ]。 在 这 样 的 描述 中 , 三 方 晶 系 具 
= = ь “有 和 六 方 晶 系 完全 相同 的 单 胞 ( 基 
07:57 矢 )。 从 单 胞 基 矢 看 ,两 晶 系 等 价 了 。， 
Е 但 下 节 我 们 将 看 到 ,通过 对 这 种 单 乃 
шан 的 有 心 化 ,可 得 到 一 种 只 有 三 次 轴 而 


图 8.2 六 方 坐标 系 无 六 次 轴 的 .可 复制 出 三 方 Ж) 
阵 的 复式 六 方 单 胞 , 它 使 得 三 方 晶 系 仍 有 其 独立 的 意义 。 那 样 的 
三 方 蓉 形 ) 晶 系 点 阵 的 最 高 对 称 点 群 为 D,x Ci= DD, ,而 2 方向 是 
六 次 轴 时 ,相应 的 六 方 点 阵 具 有 D。= Dx С, 的 对 称 性 ， 

以 上 三 个 晶 系 各 有 一 个 高 于 二 次 的 高 次 轴 , 称 为 中 级 晶 族 . 
因为 n 最 大 只 允许 为 6, 故 中 级 晶 族 已 不 可 能 再 有 其 它 唱 系 了 . 

有 多 于 一 个 高 次 轴 的 晶 系 称 高 级 晶 族 , 它 实际 只 有 一 个 立方 
晶 系 。 因 为 我 们 在 第 六 章 第 四 节 讲 过 多 重 主 轴 点 群 只 有 四 面体 ， 
八 面体 和 立方 体 ,十 二 面体 和 二 十 面体 的 对 称 群 三 种 。 而 前 两 种 
属 立 方 晶 系 ,后 一 种 因 含 五 次 轴 , 故 在 蝇 体 中 不 存在 . 

(6) 立 方 品系 : 立方 晶 系 的 基本 要 素 是 有 四 站 三 次 轴 和 三 个 
二 次 轴 。 可 以 证 明 (842) 的 р.176), 只 要 同时 有 两 个 三 次 轴 存 在 ， 
其 间 夹 角 只 能 为 109 08 和 , 且 由 两 个 三 次 轴 转 动 的 乘积 可 得 到 四 
个 对 称 分 布 的 三 次 轴 和 三 个 二 次 轴 。 立方 唱 系 的 单 胞 用 立方 体 
为 代表 , 治 三 个 互相 垂直 的 四 次 轴 方 向 取 最 小 唱 格 矢 , 按 右手 曲 
в.в, 它们 互相 相等 且 季 直 , 四 个 三 次 轴 的 转动 
使 这 三 个 方向 上 的 基 矢 轮换 , 单 胞 的 对 称 群 是 Ox С-0,. 

表 8.1 中 列 有 这 七 种 最 系 的 点 阵 单 胞 基 矢 关系 的 总 结 . 

ЖУ Ка, 去 替换 式 (8.16) 中 的 ад, 
高, 则 不 难 求 出 和 宗 ?,2 对 应 的 倒 格 基 矢 佘 包 4 和 售 ′ 于 是 , 仿 
照 式 (8.19) 可 算出 各 正 交 变 换 玉 的 矩阵 。 在 [34] 的 附录 158, 91 
出 了 各 晶 系 允许 的 所 有 变换 义 的 这 种 矩阵 。 
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第 三 节 ”十 四 种 布 拉 菲 点 阵 一 点 阵 原 胞 类 型 


前 节 按 点 阵 所 具有 的 旋转 对 称 轴 引 进 七 种 点 阵 单 胞 ,因而 将 
点 阵 分 成 七 大 刘 系 。 单 胞 不 一 定 是 确定 平移 对 称 性 的 最 小 平行 
六 面体 一 点 阵 原 胞 。 一 种 点 阵 单 胞 可 能 对 应 几 种 点 阵 原 胞 ; 或 反 
”过 来 , 几 种 点 阵 ( 原 胞 ) 可 能 具有 相同 的 旋转 对 称 性 。 本 节 要 指出 ， 
通过 逐一 研究 每 种 单 胞 可 能 对 应 的 原 胞 种 类 ,七 种 点 阵 单 胞 (ВА 
系 ) 总 共 可 对 应 十 四 种 点 阵 原 胞 , 即 十 四 种 布 拉 菲 点 阵 或 平移 
群 。 我 们 并 不 逐一 这 样 研究 每 个 晶 系 ,只 是 举例 说 明 有 关 的 
原则 和 方法 。 


一 、 单 胞 有 心 化 


对 给 定 的 点 阵 单 胞 ,我 们 来 寻找 比 它 小 的 点 阵 原 胞 且 要 求 由 
之 形成 的 点 阵 是 新 型 的 , 但 仍 具有 同 种 旋转 对 称 性 ， 换 言 之 ,就 
是 在 全 5, 世 决定 的 单 胞 ( 初 基 单 胞 ) 对 应 的 点 阵 中 加 入 更 多 的 阵 
点 ,要 求 新 的 排列 仍 是 具有 平移 周期 性 的 点 阵 , 且 要 求 点 阵 是 新 
型 的 ( 即 点 阵 原 胞 基 矢 间 关 系 不 同 于 点 阵 单 胞 基 矢 间 关 系 ); 但 点 
阵 所 具 旋 转 对 称 性 不 变 , 即 有 心 化 以 后 的 单 胞 (复式 单 胞 ) 仍 具 初 
基 单 胞 对 称 群 。 所 以 新 加 的 点 一 定 是 在 原单 胞 的 高 对 称 位 置 上 ， 
例如 体 心 , 面 心 等 ,这 称 为 单 胞 有 心 化 ， 

研究 表明 ,有 心 化 的 单 胞 可 以 是 体 心 型 (Body - Centered , 记 
为 IT), 底 心 或 单 面 心 型 (Base 一 Centered, 按 有 心 面 为 8 面议 
面 . 舍 了 面 而 分 别 标 为 A、B、C 型 ), 面 心 或 全 面 心 
(Еасе – Сепѓегей, 记 为 王 ) 及 不 含 心 的 初 基 型 Primitive , 记 为 
Р), 六 方 唱 系 单 胞 有 心 化 情况 略 异 ,在 其 中 特殊 位 置 上 加 心 即 
得 仅 有 三 次 轴 的 菱形 唱 系 , 详 见 下 述 。 

不 属 上 述 类 型 的 有 心 单 胞 ,不 能 符合 有 心 化 要 求 。 例 如 , 双 面 
心 (A+B ) 型 不 可 能 形成 点 阵 . 如 图 8.3 所 示 , 不 管 如 何 选取 平移 
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а 


| 特 点 | 布 拉 非 点 隆美 型 


у № а=Ь=с Р,1, 
а-Ёз үз /2 Е 


) 点 有 心 化 的 三 方 单 胞 一 一 正 唱 胞 


两 个 2 次 轴 或 两 个 镜面 
4(С,8 4(82) 


3(С,)81: 3(52) 


1) ЭВ79 


开 ) 用 六 角 轴 


6(С,)88 6(8/) 


) 点 有 心 化 的 三 方 单 胞 一 一 反 晶 胞 


Ж: =: 号 应 该 读 为 “不 一 定 等 于 ” 
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矢量 ,都 不 能 使 一 切 点 (例如 图 中 作为 
虚线 交点 的 两 点 A 和 B ) 具 有 相同 的 
环境 . 

并 非 每 个 唱 系 的 单 胞 都 有 这 四 种 
有 心 化 类 型 。 例 如 ,四 方 晶 系 不 可 能 
有 A 型 或 B 型 单 胞 ,因为 它们 都 不 符 
合 四 方 条 件 一 若 了 是 晶 格 矢 , 则 2 也 
应 是 晶 格 矢 ; C 面 心 是 可 能 的 ,但 绕 с 
轴 旋 转 45 咪 看 ,其 原 胞 就 是 P 型 四 


图 8.3 一 种 不 可 能 的 点 阵 
有 心 化 方式 方 单 胞 (C=P), 没 给 出 新 型 单 胞 , 如 


图 8.4 @ ) 所 示 ; 全 面 心 型 也 等 价 于 体 心 1 型 (F=1), 如 图 8.4() 
所 示 。 因 此 ,四 方 晶 胞 只 有 P 和 1 型 两 种 基本 类 型 。， 和 等 价 类 型 


21 «2БЬ 


|2 
(а) Р= С (6) Е=1 
图 84 四 方 点 阵 有 心 化 的 几 种 情况 


相 比 ,它们 都 具有 尽 可 能 少 的 阵 点 数 。 


二 , 作为 单 胞 基 矢 的 分 数 线性 组 合 的 晶 格 矢 
1. 从 晶 格 矢量 作为 单 胞 基 矢 的 线性 组 合 角度 看 , 单 胞 有 心 化 . 
即 是 说 单 胞 基 矢 的 某 些 分 数组 合 
f=farfb+fe (0<7<1;1=1,2,3) (8.29) 


(:108::2:1:1:553 4 ВИ НЕ В Е Ч, т 6 
ЕЕ НЕ НЫ ТАВОН ЭС, Вр е 16 7 51 83531208 
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周期 , 故 它们 的 整数 线性 组 合 当然 是 晶 格 矢 ;但 单 胞 中 可 能 存在 
式 (8. 29 ) 描 述 的 不 沿 单 胞 轴 方 向 的 蝇 格 矢 广 晶 格 对 平移 矢量 7 的 
变换 不 变 ， 记 这 个 平移 变换 为 T 产 = Г, , 同时 记 平 移 量 为 点 阵 单 
ка, БЯС 一 切 整数 线性 组 合 的 平移 变换 群 为 T. (由 晶 系 
决定 ), 则 了 并 为 整个 平移 群 不 的 不 变 子 群 , 陪 集 由 T, 和 可 能 的 Гу 
193189]. 

上 述 四 种 单 胞 类 型 对 应 的 TF 不 同 ,对 应 四 种 不 同 的 点 阵 平 移 
群 分 解 方式 : 


(1)P 型 :他 = 了 T 

(2)I 型 :个 = ТАЕ .Гү, ир) 

(3)A ж: Т = T{E,T, W212} 
В 型 :T= ТХЕ, Го) (8.30) 
Ся; Тр = ТХЕ, Г, 20) 

(4)Е 型 : - ТАЕ, Г, y2 32 Г,, 012 Гү, i ) 


2. 用 个 /或 产儿 量 描述 单 胞 有 心 化 方法 ,也 可 用 来 讨论 各 晶 系 
可 能 有 的 单 胞 类 型 。 例 如 : 
(1) 在 单 斜 唱 系 中 , 绕 尼 轴 的 旋转 巳 或 3 按 (8.20) 可 写 为 


А 2 -1 
2--44-557СС/ ва -1 | (8.31) 
若 式 (8.29) 的 了 是 晶 格 矢 , 则 : 
ко, 2с 
7-а7-252+2 мэн 
БЯ ДНХ, ЭХЭЭ /-0 或 1/2 (i=1,2,3)， 因 而 :P 型 可 


能 ;A 型 .=B 型 ( 因 字 也 平面 内 无 特殊 方向 ) 也 可 能 ;但 С 型 不 可 
能 , 因 按 前 节 二 所 述 定 和 是 安 户 平面 内 的 原 胞 基 撩 ， 
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= (G+b) 不 能 是 晶 格 矢 ; 同 理 ,F 型 也 不 可 能 ;I 型 的 


产 2 人 GG+D+2) 可 能 ,但 若 取 2-5-2,.11515000 В9 -А 


型 。 所 以 单 斜 晶 系 有 了 型 和 和 A 型 两 种 单 胞 。 
(2) 正 交 晶 系 情况 类 似 , 它 比 单 斜 唱 系 多 出 的 绕 忒 轴 的 旋转 
с, (8.20) 可 写 为 : 


2 、、 1 
2/-а4а”-557-2с! | -1 | (8.32) 
-1 


ТЭР НРА ВВ І, ЕЕ, аят Б а БРТ 
个 二 次 轴 方 向 上 的 最 短 晶 格 矢 ,不 是 平面 内 的 原 胞 基 矢 ,所 以 C 
型 可 能 ,因而 下 型 也 可 能 。 同 时 , 立 + 六 和 吨 ( 或 二 ) 方 向 性 质 不 同 ， 
故 I 型 不 等 价 于 A( 或 B) 型 ,于 是 , 正 交 晶 系 单 胞 有 P,A (或 B， 
或 C),F,I 所 有 四 种 类 型 。 其 中 , 三 个 单 面 心 型 从 点 阵 单 胞 角度 
看 是 等 价 的 ,因为 三 个 方向 #,b 和 都 是 二 次 轴 . 


=. ШМЕК Ва 

х) 2 аСт 2,20) 
个 位 置 上 加 心 。 如 图 85 @) 所 示 ,就 得 到 一 个 新 点 阵 , 这 点 阵 是 
=н (Н К 表示 ), 因 它 在 前 节 二 所 述 的 六 楼 柱 中 心 给 出 一 
个 菱形 六 面体 原 胞 ， 这 个 菱形 原 胞 的 基 矢 可 选 为 从 原点 到 点 a 
2/3,113,1/3)、b,( 一 1/3,1/3,1/3) 和 c,(~1/3, 一 2/3,1/3) 的 连 
线 ,如 图 8.5b) 所 示 。 这 样 有 心 化 以 后 ,点 阵 就 只 有 三 次 对 称 轴 
而 无 6 次 轴 了 。 3 次 轴 和 三 个 原 胞 基 矢 的 夹 角 相 等 ， 原 胞 基 矢 关 
系 为 a=b=c.x= 1=) 。 薰 形 单 胞 就 只 有 这 一 种 P 型 的 ( 即 萎 形 原 
胞 ), 它 给 出 一 种 不 同 于 六 方 的 三 方 品系 ， 但 实用 上 也 常 使 用 边 
角 关系 简单 的 前 述 六 方 参考 轴 系 来 描述 这 种 三 方 萎 形 点 阵 , 即 用 
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图 8.5 жу. ЛИ КА 


包含 (0,0,0), (2/3,1/3,1/3), (1/3,2/3,2/3) 三 个 阵 点 的 复式 六 
方 单 胞 来 复制 出 这 个 点 阵 , 所 用 单 胞 基 矢 和 六 方 单 胞 的 基 矢 辐 ， 
但 单 胞 有 心 ,其 点 对 称 群 是 Dy 而 不 是 D。。 注 意 六 方 唱 系 本 身 的 
单 胞 只 有 了 型 一 种 ,其 中 只 包含 一 个 阵 点 (0,0,0).。 


Д, 十 四 种 布 拉 菲 点 阵 


按 上 述 方法 逐一 对 各 蝇 系 单 胞 研究 , 可 证 明 七 个 晶 系 共有 十 
四 种 类 型 复式 点 阵 单 胞 或 点 阵 原 胞 ,每 种 ( 原 胸 ) 同 时 用 所 属 蝇 系 
和 格子 类 型 (P ,I ,A 或 B 或 C,F) 表 征 ， 称 为 布 拉 菲 格子 ， 如 图 86 
所 示 。 

注意 , 除 上 述 六 方 单 胞 外 ,每 种 晶 系 的 各 种 (复式 点 阵 ) 单 胞 
具有 相同 的 单 胞 对 称 群 ,有 心 化 并 不 改变 这 个 对 称 群 。 例 如 正 交 
晶 系 的 P ,I,C,F 四 种 单 胞 的 对 称 群 都 是 D,, 即 单 胞 中 最 少 有 一 
个 对 称 性 最 高 的 点 具有 р, 对 称 性 。 换 言 之 ,以 此 点 为 不 动 的 原 
点 , 群 Dx 的 所 有 操作 都 能 使 单 胞 (因而 点 阵 ) 变 得 和 原来 一 样 。 

不 难看 出 ,P 型 单 胞 含 阵 点 数 为 1,I 型 和 C 型 均 为 2,F 型 为 
4. ХОА Ву ЯРЬН, 单 胞 含 点 阵 数 为 3， 
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第 四 节 ， 三 十 二 种 晶 格 对 称 点 群 


如 第 一 节 所 述 ,实际 晶体 结构 由 描述 平移 对 称 的 点 阵 和 作为 
实际 阵 点 的 基 元 决定 ( 即 由 晶体 原 胞 或 有 心 化 的 晶体 单 胞 决定 )， 
因而 晶体 (微观 结构 一 唱 格 ) 的 点 群 对 称 性 也 由 点 阵 和 基 元 共同 
决定 。 例 如 图 8.7 中 绕 Z 轴 将 基 元 4( 它 沿 下 和 元 方 向 各 有 一 个 
键 ) 转 变 为 вА 外 ,等 价 于 
将 阵 点 ( 基 元 中 心 )4 转变 为 阵 
点 ( 基 元 中 心 )B 的 变换 加 上 基 
元 B 绕 自身 中 心 的 同 种 转动 
R。 故 实际 晶体 的 点 对 称 操作 
必须 既是 点 阵 { 单 胞 ) 的 对 称 操 
作 , 也 是 基 元 自身 的 对 称 操作 。 

图 8.7 阵 点 和 基 元 的 转动 如 果 基 元 的 点 对 称 群 包含 点 阵 
单 胞 点 群 ,例如 设想 它 是 球 对 称 的 原子 ,晶体 的 对 称 点 群 G( 晶 格 
中 点 对 称 性 最 高 的 点 的 对 称 操作 群 ) 就 是 点 阵 单 胞 的 对 称 点 群 G.; 
如 果 基 元 的 对 称 点 群 低 于 点 阵 对 称 点 群 G6,, 则 晶体 的 对 称 点 群 就 
是 基 元 的 对 称 点 群 ,但 此 时 晶体 所 属 的 晶 系 就 是 个 值得 讨论 的 问 
Ш. | 


一 . 和 晶 系 相 容 的 晶体 ( 晶 格 ) 点 群 _ 


对 于 给 定 的 晶 系 ,由 其 各 种 点 阵 原 胞 决定 的 平移 对 称 性 都 和 
这 个 点 阵 的 单 胞 点 群 G。 相 容 ， 当 阵 点 被 较 低 对 称 的 基 元 替换 后 ， 
也 有 个 平移 对 称 性 和 基 元 自身 的 对 称 点 群 ( 当 它 小 于 G, 时 , 它 即 
是 晶体 单 胞 的 对 称 点 群 ) 相 容 的 问题. 例如 , ФР 型 单 胞 的 基 
本 特性 是 记 轴 垂直 于 部 台 面 .因而 单 胞 中 心 点 0 的 对 称 性 是 
С... 若 基 元 本 身 仅 为 c, 对 称 , 则 如 图 8.8 所 示 那 样 使 其 二 次 轴 和 
单 胞 轴 с, 平行 安置 时 , 它 仍 能 和 单 斜 平移 性 相 容 。 例 如 , 单 胞 底 
面 四 顶点 的 基 元 不 仅 可 通过 平移 互 换 ,也 可 通过 绕 轴 с, 的 旋转 互 
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换 。 这 时 晶体 结构 仍 属 单 斜 
晶 系 ,但 晶体 单 胞 的 对 称 性 
已 是 C, 而 非 Cy。 类 似 地 , 若 
基 元 仅 有 C, 对 称 ( 仅 只 有 
о, =т= 2 хі), А 
唱 系 。 因 而 ,有 时 定义 只 具 
有 轴 2 或 /和 7 的 晶体 属 单 斜 
аж. Би ИЖ 
阵 单 胞 本 身 必 有 轴 2 和 了 , 8 
它 总 有 反 演 中 心 了 ,于 是 与 单 斜 
晶 系 ( 含 P 和 A 型 两 种 类 型 
单 斜 晶体 单 胞 ,或 两 种 不 同 

图 88 6802 04 ТЕ НАЗА Юун К ЯН ЖВ АЖ 
群 就 有 С, 或 C,.Cy 三 种 ,车 基 元 的 对 称 性 低 于 群 C, 或 C,, 即 使 点 
阵 单 胞 平移 基 矢 传 垂直 于 信也 面 而 为 单 斜 胞 ,晶体 仍 不 属 单 斜 而 
属 三 斜 系 ,因为 晶体 单 胞 不 具有 单 斜 性 ， 这 时 ,点 阵 单 胞 基 矢 的 
单 斜 关 系 视 为 “偶然 简 并 ” 。 基 元 的 点 群 对 称 和 点 阵 的 点 群 对 称 
相 容 不 仅 是 个 几何 问题 ,而 且 是 个 涉及 作用 力 对称 性 的 物理 问 
题 。 在 实际 晶体 中 ,这 两 种 对 称 性 都 是 一 致 相 容 的 。 但 并 不 绝 
对 排斥 一 种 对 称 性 在 测量 结果 中 显得 较 高 的 偶然 情况 。 

其 它 晶 系 的 讨论 类 似 。 

二 . 分 属 七 个 晶 系 的 三 十 二 个 晶体 点 群 

仿照 一 中 的 讨论 ,各 晶 系 所 容 的 晶体 点 群 G 列 在 表 8287, 

从 所 容 的 晶体 点 群 看 ,七 个 晶 系 可 总 结 为 : | 


1. 三 斜 :只 有 一 次 轴 , 最 低 晶体 点 群 为 C 最 高 点 群 为 
C=CxC,. 


1) ВАЖИВ АВ О, (С, 的 定义 参见 第 六 节 }) 也 如 该 表 所 列 。 钢 子 
可 参看 第 九 节 中 的 人 金刚 石和 ZnS Ж. 
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882 分 属 7 ЖЕЗ АЊА 


75 一 80 
81—82 
і 25, 9, 83—88 


2С, С, 26, 20, | 99-110 
С, 2С, 20, 25, 111-122 


Е 
Е 
Е 
Е 2С, 2С/ 89—98 
Е 
Е 
Е 


2С, С,2С:/2С/ #25, а, 20, 20, | 123-142 


143 – 146 
147 – 148 
149 – 155 


156- 161 


ЗС,'і 28, 30, 162 167 
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Е 2С, 2С, С, 
Е 2С, 0, 28, 


Е 2С, 2С, С,і 25, 25, с, 


Е 2С, 2С, С, 3C 3С/ 


Е 2С, 2С, С, Зо, За, 


Е 2С, 3С, с, 28, 30, 


Е 8С, ЗС, 
Е 8С, ЗС, i 88, 30, 
Е 8С, ЗС, 6С, 6С, 


Е 8С, ЗС, бо, 68, 


Е 8С, ЗС, 6С, 6С, і 85, 30, бо, 68, 221—230 


5 点 群 对 称 素 相 对 于 布 拉 非 点 阵 单 胞 轴 有 两 种 可 能 取向 . 

A ЖС, 的 对 称 素 对 于 布 拉 菲 点 阵 原 胞 轴 有 两 种 可 能 取向 , 即 点 群 C。 和 CC 型 
A 型 正 交 单 胞 均 相 容 且 生成 不 等 价 的 点 式 空间 群 。 

注 : 每 品系 中 :最 下 面 的 点 群 阶 数 最 高 ,是 该 蝇 系 点 阵 单 胞 的 对 称 群 ; 最 上 面 的 
1 或 2 个 点 群 的 阶 数 最 低 ,常用 以 定义 该 晶 系 . 
最 后 一 栏 : 所 列 序号 的 空间 群 (对 平移 子 群 ) 的 商 群 同 构 于 该 行 的 点 群 ~ А 
点 群 G, 或 点 式 空间 群 时 的 晶体 点 群 G ,参考 式 (8.55) 和 (8.52)。 


2. 单 斜 : 只 有 一 个 二 次 轴 。 最 低 点 群 为 C, 或 C,, 最 高 点 群 为 
С,-С,ХС,. | 

3 正 交 :有 三 个 互相 垂直 的 二 次 轴 。 最 低 点 群 为 D,, 最 高 点 
群 为 Dy=D,xC,. 


一 322 一 


4 四 方 :唯一 的 高 次 轴 为 四 次 轴 。 最 低 点 群 为 C, 或 8, ,最 高 
点 群 为 Du= Dix C.. 

5. 人 三方) 菱形 :唯一 的 高 次 轴 为 三 次 轴 。 最 低 点 群 为 C,, 最 
ВАУ р. рх Ci。 

6. 六 方 :唯一 的 高 次 轴 为 六 次 轴 。 最 低 点 群 为 C, 或 C, ,最 高 . 

点 群 为 Du= Dux C,。 

7. 立方 : 有 四 个 三 次 轴 。 最 低 点 群 为 T, 最 高 点 群 为 
0,=0хС,. 

其 次 ,我 们 注意 ,各 蝇 系 所 含 的 几 种 复式 ( 布 拉 菲 ) 点 阵 单 胞 
所 容 的 晶体 点 群 是 完全 一 样 的 (当然 ,用 六 ”复式 单 胞 描述 菱形 
点 阵 的 情形 除外 )。 仅 当 正 交 晶 系 的 晶体 点 群 为 C,, 时 ,2Z 为 特殊 
方向 ,A 型 单 胞 和 C 型 不 等 价 ,多 一 种 组 合 。 但 作为 布 拉 菲 点 阵 
单 胞 仍 算 一 种 , 因 点 阵 单 胞 的 点 群 是 D, ,三 方向 等 价 。 


三 . 三 十 二 类 晶体 点 群 的 国际 符号 


表 8.2 中 还 对 应 列 出 了 晶体 学 中 通用 的 点 群 国 际 符号 和 完全 
的 国际 符号 。 这 些 符 号 是 点 群 中 基本 对 称 素 的 国际 符 导 。 要 理 
解 这 些 符号 , 除 注意 第 一 节 中 所 述 对 称 素 国际 符号 ( 略 去 了 代表 
轴 的 数字 n 下 的 一 机 ;用 n/m 表示 同一 方向 上 的 轴 n е т=2, 
后 者 即 垂直 于 的 5 ) 外 ,还 须知 道 各 符号 顺序 的 含意 , 如 表 8.3 
所 示 。 чизнаралантл аш т 

1. 低级 晶 族 : 对 三 斜 和 单 斜 ,只 列 出 唯一 低 次 轴 方 向 的 轴 ; 对 
正 交 ， 则 顺序 列 出 没 2, 和 方向 的 二 次 轴 。 

2. 中 级 晶 族 :首先 列 出 沿 立 方向 的 高 次 轴 , 其 次 列 出 228 
轴 ( 这 也 等 于 列 出 了 等 价 方 向 的 轴 )， 最 后 列 出 不 等 价 的 第 三 个 
方向 的 轴 对 四 方 是 8-5: 而 对 三 方 和 六 方 ， 因 人 24+ 方 ) 也 等 价 于 全 
(或 了 ), 故 列 出 的 是 垂直 于 :全 (或 方 或 人 +b) 的 22+4 方 向 的 轴 ( 属 
三 方 系 的 点 群 ,第 三 个 位 置 空 着 ,但 此 系 的 空间 群 一 般 在 这 位 置 


ЖӘ). 
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8983 点 群 和 空间 群 图 际 符号 中 的 顺序 
在 国际 符号 中 的 位 置 


第 一 种 定向 := 轴 是 唯一 加 
第 二 种 定向 :了 轴 是 唯一 轴 


- эт 一 х == 


2 或 2 沿 志 和 [110 {292 +8972, Ь #1110] 


注 : 2 与 垂直 于 了 轴 的 镜面 т З. 


3. 高 级 品 族 ( 立 方 品系 ): 首先 列 出 点 阵 单 胞 基 矢 半 ( 等 价 于 了 
或 这 ) 方 向 上 的 轴 , 因 4 АНТРЕ В Уга; ВК Н аъ 
方向 上 的 三 次 轴 , 最 后 列 沿 不 等 价 的 第 三 个 方向 府 + 了 的 二 次 轴 . 

记 住 这 些 顺序 ,不 仅 对 理解 点 群 ,而 且 对 理解 空间 群 的 国际 符 
号 都 大 有 帮助 。 


第 五 节 唱 格 的 封闭 和 非 封闭 对 称 操作 


前 面 几 节 所 涉及 的 旋转 和 非 真 旋转 都 能 保持 最 少 一 个 点 不 动 ， 
称 为 点 对 称 操作 。 当 原点 被 取 为 这 种 不 动 点 时 ,点 对 称 操作 写 为 
9 (0 ,中 ) = 外 即 写 为 保持 矢 径 长 度 不 变 的 实 正 交 变换 。 本 节 要 指 
出 , 当 原 点 不 是 选 在 不 动 点 时 ,它们 一 般 要 写 为 8 他 4 六 人 , 讽 为 相 
对 于 通过 原点 的 轴 的 、 和 外 相似 的 实 正 交 变 换 ,但 它 满足 


{00 R=E (8.33) 
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式 中 m 为 正 整数 , 称 为 封闭 变换 。 封闭 变换 必 存 在 变换 不 变 的 
点 一 对 称 中 心 ; 另 方面 , 唱 格 的 基本 对 称 操 作 中 ,一 般 还 存在 不 满 
足 式 (8.33) 的 8 人, 尽 ), 称 为 非 封 闭 变 换 或 开 变换 。 开 变换 不 存在 
对 称 中 心 (因而 也 称 非 点 操作 ), 但 存在 螺旋 轴 (8-н) ят 
(人 =2) ， 以 螺旋 轴 和 滑 移 面 上 的 点 作为 原点 ,螺旋 操作 可 写 为 
204, т,яэ ВЭ ЛЕВ Э 0(0/2,2).ЗЭр 2, 和 仑 分别 为 平行 
于 轴 n 方 向 和 垂直 于 轴 2 方 向 的 最 短 晶 格 矢 , 而 
n=2,3,4,6,I=1,2,3,…n—1 
一 . 晶 格 基本 对 称 操作 的 平移 矢量 + 所 满足 的 条 件 


_ 如 式 (8.8) 所 述 ,除了 晶 格 矢 平移 外 ,晶体 的 基本 对 称 操作 写 
为 g (中), 其 中 t 的 分 量 志 满足 式 (8.6), 现 在 讨论 须 满足 的 条 
Ф. 

首先 注意 епи й (п=1,2,3,4,6) 808 С Ж, 即 
满足 . 


К"= Е (8.34) 
式 中 mm 为 某 个 正 整数 , 因 尺 而 异 。 所 以 由 式 (8.9) 有 
[GC R= (А30, 4") -9 И.Е)-ТЄВИ) (835) 
其 中 
Ї1ЁЕр-848 248848" (8.36) 
由 于 (中) 是 晶 格 对 称 操作 , 故 式 (8. зза ар (АЈ 
也 是 对 称 操作 , 即 要 求 {银汉 是 唱 格 矢 : 
| (КИ-1 (0<1<1) (8.37) 
由 之 可 得 出 对 全 的 限制 ,具体 对 各 种 外 讨论 如 下 : 
1 R=1=C=E 
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{E}=E (8.38) 


由 限制 (837) 得 {EJt= 庆 0 (8.39) 
2. 8-1-0, (nz#1) | 

ЯГ 1  н Е 45830: 883855 7 л АСЕ 

旋转 ): 


{С)=пт (НАМ или ) (840) 
这 是 因为 以 内 积 表示 算 符 对 矢量 的 作用 时 ， 


{C 六 = nn 


(Сепил) =н 人 平行 于 放 ) (8.41) 
(С,И-0 (ФЕТ) 
都 给 出 正确 的 关系 .将 式 (8.41) 代 入 式 (8.37) 得 到 对 六 的 限制 
1у-14 /п .(0«ї«п) (842) 
其 中 司 З н В ЕХ. | 
3.8-2-8/-0 
因为 。 4Х-Х-ай, , 2-3, 
(ОХХ ТАТЕ Е ин ҮЙЛЭЭР 
故 可 写 2=1-225 | (8.43) 
从 而 (2)-5-8-01-222)41-2(1-22) 
(8Н-2(2-1))-21, Ни 
代入 (8.37) 18| Т, АН: 
7=1а/2 (0<1<2) (8.45) 
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其 中 2 为 垂直 于 轴 工 方向 最 短 晶 格 矢 . 
4. R= (1972) 


(8-0 (8.46) 
这 是 因为 完 = 了 时 :{ 了 证 = (0+ 800-0 
Я-3 р 3)Х-151-4/4-63-48-5/1- )Х-0 
Я-484: (4)Х- {5,+52 452-Е)УХ-0 


684:(6)Х-418/1-5/7--5/5--5/5--3/5-Е)-0 


式 (8.37) 成 为 {А}?=0г=0 
故 对 t 无 限制 . 


=. 封闭 变换 和 对 称 中 心 
由 封闭 变换 的 定义 式 (8.33) 和 类 似 于 式 (8.35) 的 关系 
18(6:КЭ1"-1Т6ЄК 7) (8.35), 
知 封闭 变换 9 (Т.Е) АЕТ АВЕ 
| о | (847) 


在 下 面 的 逐 类 讨论 中 可 看 到 ， 由 此 式 可 证 明 封闭 变换 具有 变换 不 
变 的 对 称 中 心 点 Х/, , 它 满足 : 


0,6 )#'-#'- (0 рат 0 848) 
选择 慎 作为 新 原点 , 即 Х,-0, Ни (8.48) 得 =0, 这 时 封闭 
变换 

4(,К7---0(0,8)-8 (8.49) 
хф К Я Ё ТЕПА РІНЕ Ж, Вр А бох 
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称 素 过 新 原点 , 真 的 过 旧 原 点 。 选 新 原点 后 , 式 (847) 当然 仍然 满 
足 。 

下 面 分 别 就 一 中 四 种 类 型 的 玉 证 明 相 应 的 对 称 中 心 芝 ' 存 在 
并 导致 式 (8.49): 

1. Е’ = Е 
由 式 (8.39) 知 原 坐 标 系 中 富生 0, ЕНЕ ХЛВН ХХ 
(8.48 ) ,是 对 称 中 心 。 

2.К/-С/ (4561) 
НЭЭЖ (8.41) 22 Ж 


Тосон | (8.41), 
n 


~ 


及 (8.47), Т0, ШТ т РОБ) Ы 
ЖАТ п ЭН 64800 т ИАТА ОЕ Би 的 方向 上 的 
лах. Ў Ху 为 任意 值 均 可 , 即 通 过 总 ,平行 于 对 的 任意 点 
部 是 对 称 中 心 , 它 就 是 n; 选 上 任 一 点 为 原点 , Д 成 =0， 
故 T=0。 

3, Ко’, 
由 类 似 于 (844088 Х5(2:127-26 及 式 (8.47), 此 时 封闭 变换 的 
п/=0, Шт-т/ ФЕР о. Ни (843), GG 让) 全 
2X， 从 而 式 (8.48) 可 给 出 Х.-1(2-32. ВХ, = - 
zf 712， 蕊 了 任意 , 即 垂直 于 工 《 或 即 平行 于 面 c /) 的 平面 上 一 切 点 
都 是 对 称 中 心 ， 它 们 就 是 对 称 面 5; 将 原点 取 在 с 上 , 亦 得 
7 一 0.. 

4. R= (nz2) 
这 时 ,由 式 (8.46), 式 847) 对 了 БТ. 总 可 以 根据 已 知 
“рт эж (848388 久 它 就 是 对 称 中 心 。 选 为 原点 则 二 =0， 
А 由 上 述 可 见 ,着 原点 不 选 在 对 称 中 心 上 ,点 对 称 操 作 也 要 写成 
г9509)0(0589. ЖЧ: С, (нэн т ЕТС, 7 
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К/і ент о. 
三 、 开 变换 和 螺旋 轴 、 滑 移 面 


1. 螺旋 轴 

由 式 (8.42), К/С, (п), (RR 的 言 " 除 了 可 取 
为 零 .满足 《8.33). 为 封闭 变 模 外 ,还 可 取 为 轴 C ,方向 最 短 唱 格 矢 
如 的 Wn 信 (1=1,2,…n 一 1)。 ЖОН, 由 式 (8.41 ) 7“ 知 式 (8.47) 
已 不 被 满足 , 不 可 能 有 对 称 中 心 。 ЎН Е (8.35) 15 (8.33 ) 不 被 
满足 ,所 以 已 不 是 封闭 变换 而 是 开 变换 了 。 

这 种 开 变换 六 人 4C ) 的 六 不仅 含有 平行 于 轴 C, 的 不 为 零 的 
22-47 其 五 分 量 一 般 也 不 为 零 ， 仅 当 像 二 2 中 所 作 那 样 ， 将 原 
点 取 在 轴 С, ЕВ, 五 分 量 才 为 零 ， 这 时 可 将 它 写成 5 ,C )， 即 绕 


С, н 25 角 后 再 沿 轴 C 方向 平移 一 个 矢量 六 = (1/1), 8 


而 轴 上 的 所 有 点 也 平移 这 个 量 坟 ,不 过 轴 本 身 不 变 。 这 就 是 螺旋 
操作 , 它 所 对 应 的 螺旋 轴 用 国际 符号 记 为 mai[ 例 见 式 (8.33) 和 
(8.54) ] 。 不 同 7 值 所 对 应 的 每 次 操作 的 平移 量 (1/пуй, 不同, 属 
不 同 螺旋 轴 。 n 次 轴 作 为 螺旋 轴 有 п-1 种 可 能 。 作 为 旋转 轴 的 
情形 对 应 于 式 (8.42) 中 的 1=0， 

n=1,2,3,4,6 的 各 种 轴 n,n 及 责 ( 除 2=m) 的 性 质 以 及 其 图 
示 符 号 总 结 在 表 8.4 中 ， 

2. 滑 移 面 :由 式 (845) А, А о 84,007 КЭЮТЛЕТ Э| 
取 为 零 满足 (8.33 ) .为 封闭 变换 外 ,还 可 取 为 立 /2, 它 是 平行 于 面 
c 的 、 沿 某 个 晶 格 矢 方向 的 最 小 晶 格 矢 的 一 半 。 类 似 于 1, 它 也 
不 是 封闭 变换 ,没有 对 称 中 心 。 一 般 言 ,还 有 不 为 堆 的 . 垂直 于 ， 
面 o ЛЕ. ЧЕНЕ о Е, 7 =0, 这 时 它 被 
写成 g (BH,5), 即 对 面 o 反 射 后 再 沿 平行 于 面 o 的 某 方 向 平移 语 /2， 
这 时 面 c 上 的 点 都 平移 个 /2, 但 保持 面 5 不 变 。 这 就 是 滑 移 操作 ， 
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68.4 чвйна 


(Фа) 
{下行 于 纸 面 00 
2” огох цал 


»ы 


(ӨТ) 
Мч 


这 时 的 面 c КИ. ВОЕН 2 /2 的 不 同性 质 , 滑 移 面 c 
分 为 轴 请 移 面 (国际 符号 记 为 a,b,c). 对 角 滑 移 面 ( 记 为 n). 金 
刚 石 滑 移 面 ( 记 为 4) 几 种 。 

面 c 作为 反射 面 和 各 种 滑 移 面 的 情况 及 相应 的 图 示 符 号 总 结 
在 表 8.5 中 。 这 个 表 及 表 8.4 的 符号 对 于 理解 空间 群 及 其 符号 是 
很 重要 的 。 

金刚 石 滑 移 只 出 现在 正 交 , 四 方 和 立方 晶 系 的 晶 格 对 称 性 中 ， 
且 它 总 是 和 1 型 或 F 型 单 胞 相 联系 的 ,其 滑 移 量 为 两 个 或 三 个 单 
胞 基 矢 代数 和 的 114。 由 表 8.5 着 出 : 三 个 方向 合成 的 4 滑 移 
CH+tD+z)14 和 1 滑 移 人 +D+HE)12 都 只 出 现在 四 方 和 立方 
АФ. 


第 六 节 ”空间 群 和 它 的 点 群 
讨论 了 品格 的 平移 、 旋转 和 非 真 旋转 对 称 性 及 其 相互 关连 和 
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表 8.5 对 称 面 符号 
图 示 符 号 | 


垂直 于 投影 面 | 平行 于 投影 而 


沿 [100] 88822, Ретин 
9 5/2:338 «100» МЯ . 

沿 z 1 1: 2:938:1:3:3/2-03 

沿 [111 9 (4---:2)/2. 

，@+z)/2 , 

Фу: ,ШИФ-5-0)/2 

(四 方 和 立方 )， 

G45)/4 . фегу4. 
»(сЕ8 у4 (8982 )4(Ш 
方 或 立方 )、 参 阅 下 面 的 注 ， 

注 :在 “金刚 石 ” 消 移 面 中 ， ҮВЧЭВИВХТ ИЛЭЭРӨХЖНН-2. 
第 一 个 图 中 的 艇 头 表示 的 是 当 z 分 量 为 正 时 平移 药水 平分 量 方向 。 第 二 个 图 中 的 
第 头 表示 的 是 滑 移 中 平移 的 实际 方向 ; 区 这 一 滑 移 面 平行 ,总 还 有 另 一 个 金刚 石 滑 
移 面 , 它 与 第 一 个 清 移 面 的 高 度 差 为 114 ， хОихиахнаВЯ- 一 个 对 角 线 
方向 。 


制约 后 ,从 本 节 开 始 讨论 这 些 对 称 操作 的 全 全 即 晶 格 的 各 种 对 . 
称 群 。 
ший 空间 群 
минжаяйтС.овжейжаннз, 如 第 一 节 
所 述 ,在 选 定 的 坐标 系 ( 原 点 和 点 阵 原 胞 基 矢 已 , 忌 记 ) 中 ,六 爷 , 赤 ) 


总 可 写成 式 (8.8) 的 形式 ， 读 者 不 难 用 式 (8.9)、(8.10) 证 明 
9 G ,及 ) 的 集合 确实 构成 群 ,满足 群 的 四 个 条 件 。 


二 . 平移 子 群 是 空间 群 的 不 变 子 群 
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(1) 式 (8.8) 中 的 平移 晶 格 矢 7 的 操作 工 门 的 全 部 集合 称 为 平 
移 群 个 ,已 如 第 一 节 和 第 三 节 所 述 。 

由 于 平移 操作 相互 对 易 , 故 群 T* 是 阿 贝 尔 群 ; 个 显然 是 群 $ 
的 子 群 , 因 它 的 所 有 元 素 


Тй)-Т0)0(0.Е) (8.49) 
都 在 群 $ 中 ; Хн (811) (8.12), ЕВУ Т(1)ХЕВ 5 中 
80355 2.8 


С, КӘТ (1)9(8.К)7-4(81,Е)- ТКТ) = Т?) 
都 仍 是 一 平移 群 元 ,所 以 群 ТАЕ ВЕ 5 的 不 变 子 群 . 、 
Q) 群 他 在 群 $ 中 的 陪 集 元 素 写 为 式 (8.8 ) 的 形式 , 所 以 商 群 


8/ ус ТХ0(0.Е).6 @,,),9(,8,)--9 6,4,9) (8.50) 


它 的 阶 数 h<48 ,而 平移 群 的 阶 数 是 阿 佛 加 得 罗 (Avogadro ) 数 
N 的 量 级 (也 可 近似 的 视 为 无 穷 ), 所 以 商 群 8/ 个 的 存在 简化 
了 对 空间 群 的 研究 。 一 般 说 来 ,空间 群 S 的 个 基本 (操作) 元素 
9(0.Ё).6 (6, К,), 人 ,入 ) 不 一 定 构成 群 (例如 不 一 定 满足 群 
的 封闭 性 要 求 ) ,但 式 (8.50) 右 端的 个 子 集 作为 复元 组 成 也 阶 
的 商 群 S/T>, 以 后 将 会 看 到 它 很 有 用 . 


三 ,空间 群 的 点 群 
“(1) < 定理 > 对 于 给 定 的 品格 和 选 定 的 坐标 系 , 式 (8.8) 的 
5 让) 中 ,对 每 一 个 外 ,是 唯一 确定 的 。 
< 证 明 > 设 9GCR) 和 9 人 4R) 都 属于 S, 则 
8С.Ку" С:К)-Т(-8Ё:2-КЭГ)-1(8506-1) 
应 属于 S$, 从 而 属于 他 ， 亦 即 
R107) 
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或 Т7-1-К1-17 (8.51) 


为 晶 格 矢 。 但 由 于 式 (8.6 ) 的 限制 ,六 7-0, 07-7, 

人 ) 再 考虑 到 8 (5. К.) В 8/ 个 的 元 素 750 (0. 8,)88--- 
对 应 ,就 得 到 外 和 Тэр (7, 8К)89--31 , МЭР,Б,-ЁЯВ СТ,» 
对 应 。 同 时 ,乘积 


А 一 ~ 一 人 


Т0, К) .下 009 CRN=T0)9 6 


> 


+КТ,В) 


( 
-Т()4(68Г-8:,8КЭ-Т(-8194(-КГ,8К)) 


стӯ (+ Re, RR) 


也 按 同 一 规律 一 一 对 应 。 所 以 ,j Е, 形成 同 构 于 商 群 8/ 个 的 点 
群 6,, 称 为 空间 群 的 点 群 或 结晶 点 群 。 由 于 前 面 讨论 过 的 晶体 
中 及 所 受 的 限制 (8.22), 群 6, 也 是 三 十 二 个 晶体 点 群 之 一 ， 

< ЛАЙ > 

(1) 点 群 G, 一 般 不 是 空间 群 8 的 子 群 一 Нуар, А), 
不 为 零 时 ,及 就 不 是 群 5 的 元 素 , 即 К, 不 是 晶 格 对 称 操作 ， 

当 群 G, 是 群 8 的 子 群 时 , 群 8 称 为 点 式 空间 群 或 简单 空间 
群 ,或 同型 Symmorphie ) 空 间 群 ,共有 七 十 三 种 ; 否则 ,为 非 点 式 ， 
或 非 简单 、 或 非 同型 (Nonsymmorphic ) 空 间 群 ,共有 一 百 五 十 七 
种 , 详 见 以 下 几 节 。 

(2) 即 使 是 点 式 空间 群 , 群 8 也 不 是 群 Gy 和 和 群 тн 
群 一 因为 旋转 和 平移 一 般 是 不 对 易 的 (为 半 直 积 )， 

(G3 ) 结 晶 点 群 Gu 一 般 不 同 于 晶体 点 群 С 合体 单 胞 对 称 点 群 )， 
后 者 的 任 一 元 过 都 是 晶 格 对 称 操作 ; 群 Go 也 不 同 于 点 阵 单 胞 的 对 
称 点 群 G。, 详 见 第 二 节 中 的 讨论 ， 

显然 , 群 G 为 群 6, 的 子 群 (对 点 式 空间 群 ,二 者 相同 ); 群 G. 
也 是 群 Ge 的 子 群 ( 当 基 元 本 身 的 点 对 称 群 不 低 于 群 G。 时 ,二 者 
相同 ); 群 G。 一 般 介 于 群 Ge 和 群 G 之 间 。 
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(4) 虽 然 群 G, 的 有 些 元 素 让 并 不 是 晶 格 的 对 称 操作 ,但 是 群 
G, 的 引入 有 重要 的 作用 和 意义 。 在 表 8.2 中 我 们 已 初步 看 到 , 二 
百 三 十 种 空间 群 就 是 按 它们 对 应 的 点 群 Gy 而 分 类 的 , 共 三 十 二 个 
晶 类 ; 群 G, 的 不 可 约 表示 又 是 准 动量 大 (平移 群 他 不 可 约 表示 标 
志 ) 为 零 或 某 些 特殊 值 时 空间 群 表示 的 基础 , 详 见 下 一 章 ; 另外 ， 
晶体 许多 宏观 物理 性 质 不 能 显示 出 F(R) 和 5(0,RR) 的 区 别 。 
因为 了 只 是 点 阵 原 胞 基 矢 的 分 数 部 份 ,是 微观 量 ,而 旋转 А 则 要 
涉及 晶体 内 直到 宏观 距离 的 所 有 点 ,因而 能 在 宏观 物理 性 质 上 反 
映 出 来 ,晶体 宏观 物理 性 质 通常 都 具有 不 低 于 群 G, 所 描述 的 对 称 
性 。 


第 七 节 点 式 空间 群 


”如 上 节 所 述 ,点 式 空间 群 8 的 点 群 Go= 晶 格 点 群 G={E， 
R,, R,,… R,} 是 群 5 的 子 群 , 它 同 构 于 商 群 8/ 他: 


8-0,/45/Е 130 (0 »ЁЭ,9(0 ‚К,).9 (0, &,),--9 (0 ‚Ё,)) 
= ТХЕ, R,,R,, В) 1 (8.52) 


因而 ,给 定 一 种 群 他 和 群 Gu= G ,就 给 定 了 一 种 点 式 空间 群 。 

群 全 由 点 阵 原 胞 基 矢 言 , 讽 和 讽 确 定 ,或 按 点 阵 单 胞 基 拓 宫 汉 
ЯГ (其 关系 确定 七 个 晶 系 ) 以 及 类 型 (P,I, A 或 B 或 C.F) 一 亦 
即 按 十 四 种 布 拉 菲 点 阵 之 一 确定 。 现 行 关于 空间 群 的 分 类 和 资 
料 ,例如 “X 射 线 结晶 学 国际 表 " 第 一 卷 以 后 简称 “国际 表 ")59 就 
是 按 十 四 种 惯用 单 胞 给 出 平移 群 全 的 信息 的 ;点 群 G, 是 三 十 二 
种 点 群 之 一 ,是 用 点 群 国际 符号 给 出 的 ， 

点 式 空间 群 的 国际 符号 就 是 点 阵 单 胞 类 型 符号 后 面 加 点 群 О, 
的 国际 符号 ， 例 如 Pmm2、B2 , 分 别 表示 P 型 单 胞 和 点 群 
б,= CB 型 单 胞 和 点 群 Gu= C. 确定 的 点 式 空间 群 。 由 点 群 所 
ДАЕ (СС, 分 属 正 交 和 单 斜 系 ) 及 单 胞 类 型 立即 确定 群 Т 
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属 十 四 种 布 拉 菲 点 阵 的 哪 一 种 。 下 面 举例 简 述 有 关 问 题 . 
一 ,具有 点 式 空间 群 对 称 的 晶 格 的 导出 


点 群 G, 现 为 晶 格 点 群 G, 它 通常 比 点 阵 单 胞 点 群 Ge 低 ,因而 
就 是 基 元 自身 的 点 群 。 将 基 元 以 合适 取向 放 到 对 应 点 阵 单 胞 的 
阵 点 上 形成 晶体 单 胞 , 使 此 单 胞 具有 剖 格 点 群 G= Gu 的 对 称 性 ， 
则 此 种 单 胞 的 重复 所 给 出 晶 格 ,其 对 称 群 8 就 是 由 点 群 G 和 点 阵 
Анка Я б Е ЗУ НИВ. 

以 群 Pmm2 为 例 ,将 具有 С, 对 称 性 的 基 元 放 到 正 交易 系 的 
点 阵 初 基 单 胞 顶点 上 , 并 使 基 元 的 3 个 轴 , 即 两 个 镜面 m 的 法 线 
和 一 个 轴 C, 沿 着 点 阵 单 胞 的 三 个 互相 秋 直 的 基 矢 а. вят, И 
成 了 正确 的 蝇 格 单 胞 , 它 给 出 的 品格 就 具有 群 Ртт2 的 对 称 性 。 


=. 单 胞 俯视 图 和 一 般 等 效 位 置 


“国际 表 " 给 出 了 空间 群 的 图 示 (立方 系 空间 群 除外 ), 即 单 胞 
俯视 图 。 群 Pmm2 的 俯视 图 如 图 8.9 所 示 。 图 中 左边 画 出 了 单 胞 


“О 加 + -0 


图 89 Ртт2 的 俯视 图 


的 轮廓, ЛОВА БЯ. оН, Б 1:1:54/ 23:61:12 
上 。 为 充分 显示 群 所 含 的 对 称 操作 ,首先 在 原点 附近 的 单 胞 内 选 
一 个 一 般 点 (不 具有 特殊 对 称 素 的 点 ), 用 圆圈 “0 " 表示 其 在 方 下 
面 内 的 位 置 , 旁边 附 以 符号 “ + "表示 它 在 全 轴 上 的 坐标 是 +Z, 即 
在 纸 面 上 方 ,高 度 为 Z ( 同 理 ,符号 “一 "表示 “一 2Z” ,符号 “二 十” 
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表示 “ -+Z "等 ; 若 一 加 图 直接 在 另 一 圆圈 上 方 时 ,二 者 合用 一 


个 由 垂直 线 分 开 的 贺 “Q@” 表示 ); 然后 ,将 点 群 C 的 四 个 操作 全， 
6:,0,0) 作 用 于 它 , 得 到 原点 附近 四 个 “一 般 等 效 位 置 ”( 点 
Ж). 带 逗 号 的 圆 由 “名 ”表示 该 点 是 不 带 逗 号 圆圈 点 的 “对 形 
点 ” (镜像 反 映 点 或 中 心 反 演 点 ,在 此 是 前 者 ), 二 者 的 “ 手 性 ”不 同 : 
一 为 右手 , 另 一 为 左手 (由 此 推广 :用 垂直 线 分 成 两 半 且 一 个 半圆 
19345089 “Ф” 表示 一 对 以 水 平面 为 镜面 的 对 形 点 )。 最 后 ， 
Ла Б. 面 内 的 基本 平移 操作 将 这 四 个 位 置 平移 到 等 价位 置 。 这 
样 ， 人 般 
等 效 位 置 。 

一 般 等 效 位 置 完全 地 反映 了 个 9 (0， Ё)-8Д ЕД 
中 是 个 9 GB,R,)] 的 作用 ,再 加 上 点 阵 类 型 ,就 完全 地 确定 了 空 
间 群 。 一 般 等 效 位 置 在 单 胞 内 的 数目 ,对 P.、I 和 A( 或 B 或 C).F 
型 单 胞 分 别 为 h ,2А,4һ. 20 R 点 阵 用 六 方 单 胞 描述 时 为 3h。 

当然 ,一 般 等 效 位 置 及 其 等 价位 置 ,也 可 用 和 矩阵 方法 得 出 。 例 
见 式 (8.53) 及 (8.54). 


=. 对 称 素 配 置 图 和 派生 的 对 称 操作 


(1 ) 图 8.9 的 右边 是 群 Ртт2 的 对 称 素 配置 图 , 它 是 用 表 84 
和 8.5 中 的 符号 表示 的 。 原 点 有 个 沿 伟 轴 的 轴 2 , 沿 信和 睛 各 有 一 - 
个 用 粗 线 表 示 的 镜面 法 线 mm; 除 了 由 平移 舍 , 太 和 言 +P 得 出 的 等 
价 对 称 素 外 ,在 这 些 互 相等 价 的 二 次 轴 或 镜面 之 间 又 出 现 了 新 的 
二 次 轴 或 镜面 。 它 们 是 点 对 称 操 作 和 平移 操作 组 合 而 派生 出 的 
对 称 操作 (它们 的 存在 可 由 图 8.9 左边 的 “一 般 等 效 位 置 * 及 其 等 
价位 置 的 分 布 看 出 ), 有 时 称 为 非 基 本 操作 ,在 空间 群 符号 上 没有 
直接 表示 出 来 . 

(2) 对 于 点 式 空间 群 ,有 时 点 操作 和 平移 操作 组 合 还 会 派生 
出 非 点 式 操作 来 . 例如 群 B2 , 其 俯视 图 和 对 称 素 图 示 于 图 8.10。 
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8.10 #В2 的 俯视 图 


由 于 是 B 型 单 胞 ,相对 于 原点 (0,0,0) 的 两 个 ( 群 С, 0 1-2) 394 
点 也 被 重复 到 相对 于 (1/2,0,1/2) 的 位 置 ,一 般 等 效 点 数目 为 
2-4, 原点 的 轴 c; 也 等 价 平移 到 (1/2,0,0) 的 位 置 ， 但 是 在 
(U4,0,0) 处 派生 出 了 轴 2,, 因为 这 个 轴 2 不 在 原点 ,与 之 相关 
联 的 操作 写 为 六 = 他 (人 G)9 (0,2), 其 中 六 = (1/2,0,1/2) 含 有 不 为 
009 г/=0/2. ЖЕТЕ 联系 俯视 图 中 的 点 4 (X, 了 ,Z) 和 点 
4"0/2-Х,-Ү,1/242): 


1/2-Х -1 Х 1/2 
21741211 в 
1/2+2 1102020102 | 


但 若 将 原点 取 在 (114,0,0) 的 轴 2, 处 ,这 就 成 为 


4-х -1 х-1/44 20: 
22117412 М 29» 
1242 І 2 1 


2 


即 为 螺旋 操作 8 (0/2,2 0) 的 结果 。 这 里 ; 式 (8.54) 右 端 第 一 项 中 
的 方 阵 是 写 于 新 坐标 系 中 的 , 因而 代表 绕 轴 2, 的 旋转 。 这 个 方 阵 
虽 和 式 (8.53) 右 端 第 一 项 方 阵 形式 一 样 ,但 后 者 是 相对 于 旧 坐 标 
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系 的 ,因而 代表 绕 轴 2 (过 旧 原 点 ) 的 旋转 。 式 (8.53 ) 右 端 整个 代表 
原点 不 在 轴 上 的 2, 操作 ,如 第 五 节 介绍 螺旋 轴 时 所 述 , 它 写 为 
(22,), 其 中 广 二 (人 +)/2, 这 里 人 2= 启 ' 是 螺旋 轴 2, 固有 的 ， 
而 守 2= 六 (等 于 旧 原 点 和 轴 2, 距离 的 两 倍 ), 是 由 于 旧 原 点 不 取 
在 轴 2, 上 所 致 。 当 然 ,很 容易 用 图 示 法 视察 出 这 个 2 操作 在 这 
两 种 坐标 系 中 的 写法 。 这 里 主要 用 了 和 矩阵 方法 ,以 利于 理解 第 五 
节 的 讨论 。 可 以 看 出 ,用 矩阵 方法 处 理 复杂 问题 有 其 方便 之 处 . ~ 

(3) 注 意 :2, 操作 的 存在 ,并 不 说 明 群 B2 不 是 点 式 空间 群 。 
因为 人 二 (1/2,0,1/2) 是 一 个 点 阵 原 胞 基 矢 , 故 个 (是 平移 群 三 
的 元 素 , 故 而 和 = 个 (9 (2), 其 中 六 0, 是 点 式 空间 群 操作 。 

鉴别 点 起 群 还 有 一 个 简单 方法 , 即 : 点 式 空间 群 在 单 胞 中 至 少 
有 一 个 位 置 具有 与 空间 群 的 点 群 С, (在 前 例 中 是 群 C,) 相 同 的 位 
置 对 称 性 。 下 节 将 看 到 , 非 点 式 群 确 无 这 种 点 。 


四 , 七 十 三 种 点 式 空间 群 


(1) 依 上 述 方法 ,七 个 晶 系 的 每 种 单 胞 类 型 都 可 和 该 唱 系 所 
包容 的 唱 格 点 群 ( 见 表 8.2) 相 结合 。 共 得 六 十 六 种 点 式 空 间 群 ， 
如 表 8.6 所 列 (无 星 号 者 ). | 

931:2:5:1:1:3:1:1:5:1:1:1:3:5 ЕЕ Ка, р 
有 时 有 两 种 允许 取向 ,就 多 出 了 P4m2 ,14m2 , P321 , P31m , РЗт! 
.和 P62m 六 种 。 例 如 P321 和 属 六 十 六 种 之 一 的 P312 都 是 唱 格 
点 群 D; (国际 符号 为 32) 和 三 方 晶 系 的 了 型 单 胞 相 结合 ， 但 P321 

的 三 个 水 平 二 次 轴 在 六 方 参考 轴 的 诗 , 和 他 + 了 三 个 等 价 方向 ， 
而 P312 的 这 三 个 轴 都 和 上 述 三 个 方向 垂直 , 即 在 和 (254b) 等 价 
的 三 个 方向 上 。 

(3) 正 交易 系 的 点 群 C,, ( 即 群 mm2) 在 和 单 面 心 型 点 阵 单 胞 
结合 时 ,原来 等 价 的 A 或 B 或 C 型 单 胞 (具有 点 群 D,; , 亦 即 群 m 
m mi) 的 有 心 面 相对 于 晶 格 点 群 mm2 的 轴 2 有 两 种 不 等 价 的 取 
向 ,从 而 给 出 Cmm2 和 Атт2 两 种 点 式 空 间 群 :前 者 的 轴 2 垂直 
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于 有 心 面 ,后 者 的 2 平行 于 有 心 面 。 换 言 之 ,现在 是 晶 格 点 群 的 轴 
ЕЕЕ а, а ЮА ЕТ 
Атт2, 

所 以 ,点 式 空间 群 共 七 十 三 种 , 列 于 表 8.6 中 , 其 中 ,上 述 七 种 
多 出 的 群 都 以 星 号 注 明 。 


表 8.6 七 十 三 种 点 式 空间 群 


Р2 ,Pm 、P2/ т 
В2 、Bm 、B2/m (第 一 种 定向 》 
Р222 , Ртт2 , Рттт 

C222 . Стт2 ~、 Атт2* 

1222 . Ітт2 . Іттт 
F222 , Етт2 ~ Еттт 
Р4, Р4, Р4] т. Р422, PAmm, P42m, Р т2: РА/ттт 
14, 14. 14/ т. 1422. І4тт. 142т, 14 т29 14/ ттт 
P23 . РтЗ, P432 , P43m. Рт3т! 
123. Іт. 1432 、143m , Іт3т 
Е23. Ет3. F432 , ҒАЗт ~ РтЗт, 
РЗ. РЭ, Р312; P321*, РЗт1. РЗ1т*.РЗ1т, РЗті* 
ЕЗ. ЕЗ. R32 、R3m ~ R3m 


ІР6. Р6. Рб/ т. P622, Рбтт. Рбт2, Рб2т", Рб/ттт 


”第 八 节 非 点 式 空间 群 


非 点 式 空间 群 $ 的 点 群 G, 不 是 它 的 子 群 ,最 格 点 群 G 才 是 
它 的 子 群 。 但 群 G, 同 构 于 商 群 S/T : 


Go={B, R,, Rs, RTS/B =D{9 (0,E),9 (0,R,), 


人 RN) 人， Вэ) (8.55) 


其 中 的 记 , 最 少 有 一 个 不 等 于 零 . 
一 个 非 点 式 空间 群 是 由 群 ТР 匈 十 四 种 布 拉 菲 点 阵 之 一 ) 和 


一 339 — 


АМОС.) ЕЮ. 3 57:20, В) ЕЭ 5/То 3 ( 陪 
жуто, АНК, Е ЖН ОЮА АН 
应 ,所 以 这 有 个 5 食 , 丰 ,) 称 为 基本 操作 。 由 hh 个 R 构 成 的 群 6。 
决定 群 5 所 属 的 唱 类 。 

非 点 式 群 8 的 国际 符号 表示 法 也 是 在 有 心 化 格子 符号 后 接 上 
和 点 群 G, 国 际 符号 有 关 的 符号 一 点 群 G, 国 际 符号 中 涉及 的 对 称 素 
如 果 联 系 于 非 点 式 操作 匈 和 此 对 称 素 相关 的 操作 民 联系 着 非 零 的 
二 ) , 则 要 以 相应 的 螺旋 轴 符 号 ,取代 nn, 清 移 面 符号 (a,b,c,n,d 
中 之 一 ) 取 代 m。 因 此 由 非 点 式 群 国际 符号 ,将 n, 换 成 n, 渭 移 面 
符号 换 成 m ,立刻 得 到 群 G, 符 号 和 对 应 的 点 式 群 符号 ， 

因此 , 非 点 式 空间 群 的 导出 ,可 以 是 将 一 个 点 式 空间 群 的 点 群 
С 中 的 对 称 素 换 成 可 能 的 螺旋 轴 或 滑 移 面 ,再 研究 它们 和 给 定 的 
点 阵 类 型 结合 的 结果 ,排除 重复 的 等 价 空间 群 (例如 4ba2 ,B2cb， 
Сс2а, Ас2а, Bba2 ,C2cb 等 的 区 别 仅 在 于 取 轴 的 方法 不 同 ,是 等 价 
的 ), 最 终 得 到 一 百 五 十 七 种 非 点 式 空间 群 。 

下 面 举例 说 明 一 些 非 点 式 空间 群 的 有 关 问 题 : 

一 . 具有 非 点 式 空间 群 对 称 性 的 晶体 单 胞 中 点 的 对 称 性 比 群 
Go 低 , 交 于 一 点 的 对 称 轴 比 对 应 点 式 群 少 : 

非 点 式 空间 群 和 点 式 空间 群 一 个 最 基本 的 差别 , 如 前 节 所 述 ， 
即 其 单 胞 中 没有 一 点 具有 点 群 G 这么 高 的 对 称 性 。 道 理 很 简单 ， 
因为 一 个 点 的 对 称 性 是 由 那些 能 使 晶 格 复原 且 保 持 该 点 不 变 的 
点 对 称 操作 决定 的 ,这 就 要 排除 掉 那 些 以 该 点 为 原点 所 写 出 的 
个 9 @G,R) 中 六 不 为 零 的 操作 ,从 而 从 群 G, 中 排除 掉 一 些 Б (下 
节 将 看 到 , 最少 要 排除 掉 一 半 ), 对 称 性 自然 比 群 G, 描述 的 低 。 

(1) 群 P2/b 它 的 点 群 G, 是 2/m , 即 C, 。 该 群 的 基本 操作 
除 9 0 , 巨 ) 外 ,由 群 名 知 还 有 8 (0/2, 8,380 (2/2,С,). 它们 的 
乘积 给 出 第 四 个 操作 : 


80)/2,6,)0 (2/2,0,у-8(5/2--5,2/2,5,0,)-0 (5/2-2/2.2) 
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В Б оН Хо ЛЖ (8.48 ) 8-Р,  : 


> 


су, 


їй 2-4 )-Х/ 8, = 5 


з- |е, 


这 是 反 演 中 心 o 离 原点 ( 轴 2, 和 滑 移 面 的 交点 ) 的 距离 . 
车 原点 取 在 一 个 反 演 中 心 处 , 则 渭 移 面 的 高 度 成 为 /4, 而 轴 


2 ,的 方程 式 为 (, 一 ,z), 这 正和 “国际 表 ” 中 的 俯视 图 和 对 称 


素 图 相 一 致 ,如 图 8.11 所 示 。 由 此 图 看 到 , 除 高 度 在 0/4 的 滑 移 
面 外 , 轴 2, 确 和 反 演 中 心 分 开 3/4 的 了 距离。 一 般 等 效 点 有 四 个 ， 
对 应 上 述 四 个 9 他 ,六 ) 操 作 。 对 称 性 最 高 的 点 为 反 演 中 心 ， 


/ 6— $ / 
/ 4 И, 
о—$ о—$ о 


当 11 3ЕР2/Ь80 ЫН 


(2) 群 P4/n 其 点 群 G, 为 4/mm, 即 C, 。 乘 积 
、 a+P 2 
gt 2 ) 


.8,39 0.С,)-4 6 


因为 轴 5, 没有 非 点 式 操作 , 故 22. ар 的 存在 是 由 于 轴 下 不 通过 


原点 ( 轴 4 过 原点 ) 
车 以 轴 和 和 对 角 滑 移 面 的 交点 为 新 原点 , 则 八 个 了 全, А) 
写 为 
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(2-5) 


其 中 全 = 。 除 9 全 ,5 ) 就 是 滑 移 mn 外, 其余 8 中 全 的 存在 


是 由 于 让 C, 的 对 称 素 都 不 通过 新 原点 。 这 和 “国际 表 ” 中 的 俯视 
图 等 一 致 , 如 图 8.12 所 示 , 可 看 出 , 单 胞 中 对 称 性 最 高 的 点 有 C， 
或 5 对称。 

(3) 8.13 和 图 8.14 分 别 是 群 12,2.2, 和 和 群 1222 的 俯视 图 .两 个 
群 都 有 三 个 轴 2 和 三 个 轴 2. 但 前 者 三 个 轴 2 全 不 相交 , 三 个 轴 
2 也 全 不 相交 ,后 者 则 两 组 各 交 于 一 点 ,前 者 是 非 点 式 群 ,后 者 是 
点 式 群 。 

还 可 指出 , 群 P212.2 的 三 个 轴 2; 也 全 不 相交 ,而 群 P2.212 的 两 
个 轴 2 相交 ,但 都 和 轴 2 不 相交 ， 


图 8.12 群 P4/n ЯА 


=. 金刚 石 滑 移 


图 8.15 是 空间 群 Fdd4 的 俯视 图 . ЖА С, 为 ттт, В} 
Р. 属 正 交 晶 系 。 法 线 沿 2,520 21  ШНН Н., 
视图 中 < 滑 移 面 高 度 为 记 /8, 滑 称 量 是 (+ 上 )/4, 清 移 方向 指向 右 
下 ,在 高 度 为 32/8 处 还 有 另 一 滑 移 面 ,指向 左下 。 这 类 似 于 具有 
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-|- = 上 |- -|- 


121 2121 (р) 
图 8.13 72,22. ОН 


ин 


1222 (40) 


图 8.14 群 1222 的 俯视 图 


面 心 立方 点 阵 、 基 元 为 贫 点 或 面 心 碳 厌 子 ++ 体 对 角 线 1/4 处 的 ) 
碳 原子 的 金刚 石 唱 格 (参见 图 8.19 及 有 关 讨 论 ) 的 滑 移 对 称 操作 
的 特征 , 故 称 金刚 石 滑 移 , 本 例 的 群 Fddd 属 面 心 点 阵 , (B+ 了 )/2 是 
点 阵 原 胞 基 矢 ( 唱 格 基 矢 ) Са) /4 渭 移 量 正 是 最 格 基 和 的 一 半 . 
由 图 8.15 中 看 出 :等 效 点 的 数目 是 41-24Х8-32 还 派生 出 反 
演 中 心 点 (1/8,1/8,1/8), 以 及 相交 于 (0,0,0) 的 三 个 轴 2, 相交 
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Балар 


Ё 8.15 和 群 Fddd 的 俯视 图 


Т (0, 1/4, 1/4) 的 三 个 轴 21; 对 称 性 最 高 点 是 群 222 бия р, ) 对 
称 的 。 


三 、 群 R,. 的 二 种 轴 系 


图 8.16 是 群 Ri;. 的 俯视 图 。 其 点 群 是 3m , 即 C,,。R 代表 其 
形 点 阵 , 左 图 上 画 了 两 种 单 胞 , 一 种 是 三 方 (六 方 ) 单 胞 ,一 种 是 葵 
形 单 胞 沿 三 次 轴 忆 (通过 原点 了 垂直 纸 面 ) 方 向 的 投影 。c 滑 移 面 
通过 三 次 轴 , 滑 移 量 为 /2 。PB ,PD ,PF 为 三 个 滑 移 面 投 影 。 在 
六 方 单 胞 中 ,围绕 点 P、 А.В 周围 的 各 六 个 点 (或 其 平移 等 价 点 ) 
是 一 般 有 效 位 置 ,共有 3h 二 18 个 ;而 菱形 单 胞 投影 图 内 的 十 八 个 
位 置 中 ,只 有 六 个 在 胞 内 , 即 围绕 点 P 的 三 个 带 逗 点 的 圆圈 (高 度 


为 12+z ) 和 分 别 靠近 点 A,C,E[ АЖЖ (т +2 )] 的 三 个 图 


图 。 其 余 点 的 高 度 均 越 出 菱形 单 胞 范围 , 见 图 8.5 bb )。 由 此 可 见 ， 
菱形 单 胞 虽 是 原 胞 , 但 使 用 起 来 不 如 含 三 个 原 胞 的 六 方 单 胞 
方便 ， 
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КЗ С 


图 8.16 。 群 R3C 的 俯视 图 


д. 非 点 式 空间 群 的 名 称 和 空间 群 表 


图 8.17 是 空间 群 P452 МИЕ. Джен, 
Е деа БА) НАР СЯБ аа) 
(+5) 方向 的 轴 21; 在 (1/2,0,0) 或 (0,1/2,0) 处 有 沿 同样 方向 
的 轴 2 , 且 这 两 轴 2 和 党 他 向 的 轴 2 相交 。 所 以 ,这 个 群 也 可 命名 
为 P452, , 但 空间 群 表 中 命名 为 P402 。 

8.18 是 群 РА, 的 俯视 图 , я а-а 定义 为 新 的 四 方 
单 胞 基 矢 ,得 到 的 单 胞 是 E 心 的 ,因此 空间 群 P4, 在 这 样 取 轴 时 可 
写 为 C4, 。 实 用 中 , 例 姐 探索 特定 材料 不 同 相 之 间 关 系 时 ,用 c 心 
单 胞 往往 更 方便 些 . . 

附录 [I 中 按 晶 系列 出 了 二 百 三 十 种 空间 群 的 国际 符号 。 包 
括 单 斜 系 两 种 定向 及 四 方 系 不 同 取 轴 时 的 不 同名 称 。 同 时 , 还 列 
出 了 空间 群 的 熊 夫 利 斯 符号 ， 这 种 符号 以 空间 群 的 点 群 С, 8038 
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Pi bz ( Dla) 
图 8.17 群 P4b2 的 俯视 图 


Р4.( 8) 
图 8.18 ЯРА 的 俯视 图 


夫 利 斯 符号 为 基础 ,右上 角 标 以 由 群 G 生出 的 (点 式 和 非 点 式 ) 
空间 群 的 (从 1 开始 的 ) 序 号 ,编号 时 按 P,C,F,I 单 胞 类 型 的 顺 
序 。 它 给 出 的 信息 不 如 国际 符号 多 ,但 却 有 不 因 和 参考 轴 取向 改变 
而 改名 的 优点 ， 例 如 ,采用 标准 取向 轴 时 国际 符号 为 4mm 的 群 ， 
用 非 标准 轴 时 为 群 F4mm ,但 熊 氏 符号 就 是 Cs。 前 述 的 群 P4, 或 
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C,， ,用 能 氏 符 号 就 是 群 C2. 
第 九 节 空间 群 的 国际 表 和 晶体 结构 


国际 结晶 学 会 出 版 的 “区 射线 结晶 学 国际 表 " 第 一 卷 汇编 了 
二 各 三 十 种 空间 群 的 资料 。 唱 体 结构 资料 通常 是 用 这 个 国际 表 
中 的 符号 给 出 的 。 所以, 这 本 表 不 仅 有 助 于 更 好 地 了 解 各 种 空间 
群 本 身 , 而 且 在 实际 工作 中 , 由 晶体 结构 资料 推断 晶体 结构 及 其 
对 称 性 ,从 而 分 析 . 研究 . 计算 晶体 的 电子 谱 或 声 子 谱 等 其 它 性 质 
时 ,也 需 掌握 使 用 这 本 表 。 本 节 举 例 说 明和 讨论 这 方面 有 关 的 问 
题 。 


一 . 国际 表 的 一 页 


以 群 14/a 的 一 页 为 例 , 如 表 8714. 

第 一 栏 ” 自 左 至 右 是 : 群 的 国际 符号 和 能 氏 符 号 ; 群 的 序号 ; 
群 的 完全 国际 符号 ;所属 晶 系 和 晶 类 (后 者 由 点 群 Gy 定 )， 

第 二 栏 群 的 俯视 图 。 左 为 单 胞 一 般 等 效 点 位 置 图 , 右 为 对 
称 素 配置 图 (图 中 对 称 素 劳 的 分 数 标明 以 为 单位 的 ,该 对 称 素 的 
高 度 ), 立 方 系 群 因 图 太 复杂 , 表 中 赂 去 了 。 | 

第 三 栏 原点 选取 。 对 点 式 群 通常 选 在 对 称 性 等 于 Go= 
的 点 上 ;对 非 点 式 群 ,通常 选 在 对 称 性 最 高 (在 此 为 4) 的 点 上 . М 
ФО, ОО. ИТА, 

第 四 栏 各 组 等 效 位 置信 息 。 每 组 自 左 至 右 给 出 :位置 数 4 ， 
位 置 (组 ) 的 Wyckoff 符号 ;位 置 的 点 对 称 性 ,各 等 效 位 置 坐标 ， 

ВНИЗ Е, йн А АЖЕ а С, К) оне 
的 位 置 ;位 置 的 点 对 称 性 , 就 是 以 此 点 为 原点 时 晶体 的 点 对 称 群 
G, 一 在 此 群 所 有 元 素 作用 下 唱 格 都 变 到 等 价 晶 格 而 保持 些 点 不 
动 ,就 是 从 这 点 来 看 的 晶体 对 称 性 ,也 称 格 位 对 称 性 。 

设 点 群 G, 的 阶 为 s, 则 对 了 型 单 胞 有 jh=sg, 对 下 型 单 胞 有 
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887 群 r4/a 的 国际 表 


14/а 


С 
位 置 效 
АВ 
点 对 称 性 
16 4 1 
8 РА 2 
зат 
8 с 了 
4 0 3 
16 1 1 
8 е 2 
8 4 i 
3 с T 
4 Bb 4 
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原点 在 I， 距 1 为 9， 二 ,小 ( 与 下 面 选 的 原点 比较 ) 
等 效 位 年 坐标 


(0,0,0; 


хуц 


ААА 


90,2; 


015 
о; 


004; 


3.04 


3,822 хну; А-У 
У; PtH улхдэа. 


0,0,2; 
0,3,2; 
0,2,4; 


о. 


Obit 04-2 
10 204, 
101: 404. 


4 


4 000; 044. 


反射 条 件 


一 般 位 置 


ЯАГ: Їч 441 2л 
1К0: 8,(К)-2 
005 1-41 


特殊 位 置 ， 条 件 同上 ， 再 
. 加 上 以 下 条 件 


| 


原点 在 中 хо, 1, 1ана) 


0,0,0; 


0+ 


ху: 53-у2: 31-94 3Х441: 14)4-х4-21 
5: хаку; 13у4-х4-г: 4-уЛзх4-г 


042: 04-25; 0+2. 
0168, Ын ы 
010: 144: 4314. 


Od; 
O03; 
0,0,0; 
0+6 


024. 


4 


4 


1 о: 01. 


hki: 22 +1-29+1 ог 4и 
ВЕ 1,844)ч2н-1 


ог, 0) 2л 和 | 
А4641-4л)| 


(а Ў Б) 
ЛАГ, 2К-4142л-1 ог 4 


一 般 位 置 和 特殊 
位 年， 条 件 问 上 


4j= sg 等 , 详 见 后 述 < 例 2> 的 讨论 。 故 对 称 性 愈 高 的 点 , 其 等 
效 位 置 数 4 愈 小 。 

按照 对 称 性 由 高 向 低 的 顺序 ,位 置 的 Wyckoff 符 号 分 别 为 a， 
b,c,d,e ,f ,…, 并 由 下 而 上 在 表 中 排列 ， 因 而 ,第 四 栏 第 一 行为 
一 般 等 效 位 置 ,其 点 对 称 性 为 C,, 即 无 对 称 性 ; 其 余 各 行 对 称 性 高 
ФС, 称 为 特殊 点 。 一 般 等 效 位 置 数 ,如 前 所 述 ,对 P ,1 或 C ,RR， 
本章 有 分别 是 28 ,3h ,4h。 在 表 中 ,例如 I 型 ,有 效 位 置 坐标 
用 (0,0,0; гт л л ) 十 … 的 方法 来 表示 这 个 倍数 2， 其余 
类 推 。 如 前 所 述 ， 一 般 有 效 位 置 坐标 能 完全 确定 空间 群 的 基本 操 
作 59 信 ,RR) 和 单 胞 类 型 ,因而 完全 确定 该 空间 群 。 

群 14/a 就 有 a,b,…f 共 6 组 等 效 位 置 . жанв» 
21-16 1. a 位 和 b 位 对 称 群 均 为 4, 阶 数 s 为 4, “Е о 亦 为 
4。 故 sq 等 于 16. 

右边 一 栏 是 各 组 等 效 位 置 的 x 射线 反射 条 件 , 对 于 从 x 射线 
衍射 图 确定 空间 群 等 问题 有 用 。 | 

该 表 在 第 三 栏 右 边 有 时 还 标明 第 二 种 定向 ( 取 轴 ) 法 ;例如 对 
单 斜 系 空间 群 即 如 此 ; 有 时 最 下 面 一 栏 还 给 出 特殊 投影 面 上 的 二 
维 空间 群 名 称 及 单 胞 基 矢 的 信息 . 

二 .原子 对 等 效 位 置 的 占据 和 最 胞 中 的 基 元 

1. 原子 对 等 效 位 置 的 占据 - 

(1 ) 对 于 给 定 的 一 种 具有 某 空间 群 对 称 的 晶体 而 言 ， 该 空间 
群 的 国际 表 中 的 有 些 组 等 效 位 置 可 能 已 被 原子 占据 ,有 些 组 则 空 
着 (当然 并 不 排除 各 组 都 被 占据 的 可 能 )。 

(2) 被 占据 的 一 组 内 q 个 等 效 位 置 上 只 能 是 同 种 原子 . 

. (3) 不 同 组 位 置 可 以 被 同 种 化 学 原子 占据 ,但 不 同 的 组 在 占 
位 几何 方面 不 等 价 ， 因 为 没有 对 称 操作 连 系 它们 。 
(4) 当 某 组 位 置 坐标 中 含有 未 定 坐 标 时 (例如 群 14,/a 的 8e 和 
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16f 两 组 ), 同一 组 等 效 位 置 可 以 被 不 同 的 原子 占据 一 一 -不 同 种 
的 原子 所 选 未 定 坐标 的 坐标 值 不 同 。 
2. 给 定 了 原子 对 等 效 位 置 的 占据 情况 ,就 等 于 确定 了 唱 格 单 
胞 中 的 基 元 情况 。 再 结合 由 空间 群 符号 获得 的 单 胞 信息 ,如 基 矢 
关系 ( 即 唱 系 ) 和 点 阵 类 型 P 或 工 等 ,就 完全 确定 了 唱 格 单 胞 即 唱 
体 结 构 。 
< 例 1> 属于 同一 空间 群 Fm3m (02) 的 几 种 晶体 : 
群 Ет3т 的 国际 表 如 表 8.8 吗 所 示 。 因 属 立 方 晶 系 ,没有 
俯视 图 。 有 下 列 几 种 晶体 都 属 此 空间 群 , 其 晶体 结构 资料 如 下 : 
(1) 金 属 Cu:Cu (8) 4 4а:0,0,0. В Cu 只 占 对 称 性 最 
高 的 a 位 。 面 心 单 胞 中 有 4 个 这 种 位 置 , 由 表 中 第 四 栏 的 (0,0,0; 
0,1/2,1/2:1/2,0,1/2:1/2,1/2,0)-ЖЯ 44: ШАЛ 0,0,0) 
给 出 , 即 含 四 个 基 元 ,每 个 基 元 为 一 个 Cu 原子 ， 
(2) 晶 体 NaCl:Na 在 4а:0,0,0. 
Cli 在 4b:1/2,1/2,1/2. 
注意 :因为 4a 和 4b 位 置 都 是 m3m ( 即 O, ) 对 称 , 也 可 说 Na 占 4b， 
СІ 占 4а47. 基 元 为 №сСі. 
(З) Ж СаЕ,: Са 4а:0,0,0. 
Р ХЕ 8с:1/4,1/4,14; 
3/4,3/4,3/4.. 
基 元 为 CaF,。 上 面 的 坐标 是 围绕 原点 的 那个 基 元 (可 视 为 唱 格 
原 胞 的 一 个 基 元 ) 中 的 原子 坐标 。 
(4) 晶 体 NajFeFs:Fe 在 4a:0,0,0. 
Na(1) 在 4b:112,1/2,1/2， 
Na (2) 在 8с:1/4,1/4:1/4: 
| 3/4, 3/4, 3/4. 
ЕЖ 24е:х, 0,0; 
0,х.0: 
0,0,х: 
一 3350 一 


h 
位 置 数 
ахи. 
点 对 称 性 
192 ! 1 
96 К ”м 
96 4 т 
48 EE mm 
48 h эт 
48. 8 тт 
32 1 Эт 
24 е 4тт 
24 аттт 
8 с 43т 
4 Ь тт 
4 а тт 


Мо, 225 


һы. 
00,0. 


表 8.8 ШРизе Е 


Е4|т 32/т 


ЖЭ (m3m) 


чорук 


(00,0; ом; 102: 1504 


3 рх; Ха! ухи; 
5 УХ; х2; Ул 
3 Pz; 22,9; Ух5 
;3 9,200; Ху; 9Ал 
: РЖ; ХАЛ, ХБ 
5 ў,х; Ху, Ухаа, 
3 ух; ху; у; 


ух, хў; ух, 


: NZX Х,0,2; 2,0,9 
р х, Хх; Ёх,Ху 
; 02,0; хА2) 15Х/ 
5 44) ХХ) 1х, 
53340) Ozy; y,0,2; 
; 7,2,0; 0,2,9; 3.02 
5340, 05у; y,0,2; 
ў; 20; 0,2,9; 302: 


хх о фх ХАЛ: 
5 ХХА х; хАХ: 


; х0; OX; Х0д, 
р 00; 0,5,5; х0; 


51461: Х44: 44: 
РЕ 344: 346 


р Зүрх, Ях; 
5 хх; хад. 


5 0,0,х; 500: 040: 


2у; 
2,3%; 
Ву, 
AR 
EA 
Бух, 
2,9,5 
2,у,&. 


2,2,5; 
Н 
XZ 
XX 


гу) 
2.0; 
2,у0; 
1,50. 


XR 
хха. 


х,,0, 
2,х,0. 


44; 
44,2. 


0,0,2. 


ов B40; ос бов 640. 
нь. 


т3т “3 


反射 象 件 


ащ 


АКЕ Вак, Ка (у 2л 


ЊЕ (19892): Су 
Ок: (5,442), С 


ҮЕ, ЖЕНЕ, 8 
加 上 以 下 条 件 


无 附加 条 件 


НЬ h,(k,D) 28 


无 附加 条 件 


| АСАР 


А 


| хижі 


Х.0,0: 

0,Х,0: 

0,0,Х. 

此 处 x=0.23 
基 元 为 Na,FeF。。 其 中 Na(1) 和 Na (2?) 占据 的 两 组 位 置 b 和 ¢ 
不 等 效 。 


< 02» 金刚 石和 ZnS 型 结构 : 
(1) 金 刚 石 是 面 心 立方 结构 的 碳 唱 体 ,如 图 8.19 所 示 。 其 空 


金刚 石 金刚 石 
Едт ОЇ) ` (10: ) 


图 8.19 金刚 石 的 结构 和 投影 


间 群 是 Fd3m ( 即 0, ), 是 非 点 式 群 。 其 国际 表 如 表 8.954 所 示 。 金 
刚 石 中 只 有 碳 原 子 ,它们 占 位 置 对 称 性 为 43m ( 即 T,) 的 За 位 置 : 

0,0,0; 1/4, 1/4,1/4. 3А, 和 A, 表示 这 两 个 位 置 , 则 金 
刚 石 的 基 元 由 占 А, ЯТА, 位 的 两 个 碳 原子 组 成 。 

群 O2? 的 结晶 点 群 G,= 0; ,其 阶 数 h=48。 但 因 群 Fd3m 是 
非 点 式 群 ,在 48 个 基本 操作 9 人 ,并 ) 作 用 下 晶体 中 没有 一 点 能 保 
持 不 变 ,折算 到 一 个 晶 格 原 胞 , 即 同一 组 等 效 位置 中 的 位 管 数 
q “(为 面 心 单 胞 的 gq 除 以 4) 大 于 1， 群 Fd3m 的 表 中 ,对 称 性 最 高 
的 За 或 8b 组 的 4 二 2。 以 8a 为 例 : 48 7-0 Ф.А) 0—60 А, 
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Fd3m 


Оһ 


位 置 数 
乌 科 夫 符 号 
点 对 称 性 
192 i 1 
96 Л 2 
96 g т 
48 У mm 
32 е Зт 
13 а Зп 
16 с Зт 
8 Ь 43т 
8 а 43т 


: 90,5 


Е: 


58.9 和 群 Fd3m 的 国际 表 


No 227 Е4]43 2т 


等 效 位 置 坐标 


(0,0,0; 9,2,3; 10: 0+ 


0х ху; ух; 
ХА »Х5 
3 2,95 Уух) Бух 

Ху; Ў АХ: 

1-У4-14-3, 
了 一 所 
了 二 和 一 2 二; 
Я 143141 3:4-31 
25 -dy 
45 tt 
和 
py 


,Xx 
2,ў,Х; 


3 Берн 
50163461 
г хіх 
х; 854-х, 
: 4-х. 
їн; 5-06 


[ 
+x 
+x nb; 
亲生 一 
хи -№% 
2 -х,#, і 


SN; XX; 8,х,2; 2,5,0; 5,2,9; 
2,0,0; XE 00,523 БХ) RZ 
1-44-35,4-х: 
-tt 
1-хїнх 
зев; 


хх; 


х,х,2; 
х, 
1-34-341-2 
1-Х49Х,Д1321 
13Х41-Х, 42 
1-Хх,16-Х,1-2 


х,0,0; 
0.х,0; 


зъх 24-х. 


5,0,0; 1854 1-3 
0,0: +; 11-56 


003: + 124-3. 


1-Х4-3,4-3Х1 
二 一 十 
二 
二 + 一 


М ЗАЛЖ 


ху, 


х.х, 
#45; 


АЕН 


г ЫЕ ыг 
144. 
БЫ. 


23 
144: 
0,0,0; 


1-Х4-242-3 
La 
і+х а-г; 


立方 


т3т 


原点 在 4 3m ， 距 中 心 (im ) 为 到 言 , 二 (与 下 面 另 一 种 选 到 的 原点 比较 》 


反射 条 件 
一 般 位 置 
АКЕ hrk,k+th (4h)=2n 
ЛА: (141 24) С 
ОК (8,1-2н), К441-4н 
(97 


НИШЕ, ЖЕНЕ, 再 
加 上 以 下 条 件 


ХЮ 


АКЕ ВаК44 42141 от 4и 


无 了 加 条 伯 


АКЕ ї520-1 
К=2п+і |. 
1-2л+1 
4+2) 40 
ог 4п+2 ог dn| 
dn+2 4п; 


| ВКА ЛАК 42141 or hn 
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组 成 点 群 和 m, 即 群 T,) 使 选 为 原点 的 这 个 Ai (或 A,) 保 持 不 动 ， 
其 余 的 A 和 A, 型 位 置 仍 分 别 变 到 А, 和 A, 型 位 置 , 故 作为 原点 
的 А, (或 A,) 点 的 格 位 对 称 群 是 1/47-24 阶 的 群 Ti48 个 9 (Е, 
及) 的 另 一 半 包 含 滑 移 , 即 其 全 #0, НА ЖРО, ПКЕЕ 
TT .它们 使 A, 和 A, 型 位 置 互 换 .例如 操作 8 67): ғ (/4,1/4,1/4): 
它 使 A= 0,0,0) 的 点 变 为 A 二 4/4,1/4,1/4) 的 点 ;同时 使 这 个 A 点 经 由 点 ， 
1/4,-1/4, 049 АР 00095, 可 以 将 9 他 i 号 为 9 (5:58,), 
БЭВТЭ-(445)/4Ш о, 是 高 度 为 亡 /8 的 水 平面 :在 人 (于 4D) 
作用 下 , 点 Al 0,0,0) & нА (0,0,1/4) ЖАА, 
(1/4,1/4,1/4) ;点 As (1/4,1/4,1/4) 经 由 点 (1/4,1/4,0) 而 变 成 
面 心 上 的 Al 型 点 (12,1/2,0), 后 者 和 Ai (0,0,0) 差 一 个 点 阵 原 
胞 基 矢 。 这 就 是 典型 的 金刚 石 滑 移 。 可 见 , 非 点 式 群 对 应 的 任何 
一 组 等 效 位 置 的 位 置 数 4 和 小 为 2 。 由 于 同一 组 等 效 位 置 只 能 被 
同 种 化 学 原子 所 占据 ,所 以 对 称 群 为 非 点 式 群 的 晶 格 ,其 基 元 中 
所 含 的 任何 一 种 化 学 原子 的 个 数 4 倒 少 为 2 ,这 4 个 同 种 原子 常 
常 由 非 点 式 操作 相 联系 。 

(2)215 晶体 结构 类 似 于 金刚 石 ,两 者 都 是 两 套 面 心 立方 原子 
晶 格 穿 套 而 成 。 因 而 ,都 是 面 心 立方 点 阵 , 点 阵 ( 单 胞 ) 点 群 G。 都 
是 0,。 但 基 元 不 同 , 这 里 的 基 元 是 ZnS 分 子 :Zn 占 (0,0,0),S 占 
(1/4,114,1/4)。 前 例 中 的 清 移 在 此 所 连 系 的 是 不 同 种 化 学 原子 ， 
因而 不 再 是 对 称 操作 。 所 以 708 的 空间 群 为 点 式 群 F43m (Т2), 
其 结晶 点 群 Go 是 Т, 而 不 是 上 例 中 的 0;。 在 此 空间 群 中 , (0,0,0) 
属 4a 位 , (1/4,1/4,1/4) 属 4c 位 ,两 者 已 不 在 由 对 称 操作 所 关连 
的 同一 组 有 效 位 置 中 了 。 但 二 者 都 是 对 称 性 最 高 的 点 ,有 Т, АЕ 
对 称 性 所 以 ZnS 和 金刚 石 的 晶体 点 群 G 是 一 样 的 ,都 是 群 T, 


三 , 空间 群 的 基本 对 称 操作 表 和 生成 元 表 


1. 如 前 所 述 ,和 点 群 G, 的 有 个 元 素 КНЕЖА КАЕ 
9 (4 ,以 ) 是 基本 操作 。 结 合 对 空间 群 符号 的 分 析 , 可 完全 确定 该 空 
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出 来 ,更 可 以 从 国际 表 中 一 般 等 效 位 置 的 坐标 值 推出 这 个 操作 
的 矩阵 。 它 们 对 于 团体 光谱 等 物理 问题 的 计算 很 有 用 。 现 已 有 
二 百 三 十 种 空间 群 的 基本 操作 表 。 例如 , O.V.Kovalev Ву 5 7 
中 就 有 ,G. 本 斯 的 书 09 的 附录 九 , 转 列 了 这 些 表 , 该 书 的 86- 54 
中 还 对 它 作 了 说 明 并 列举 了 其 它 有 此 类 表格 的 著作 。 

2. 有 时 需要 识别 所 研究 的 晶体 是 否 具有 某 空间 群 所 描述 的 对 
称 性 。 这 时 ,只 要 检查 较 少 或 最 少 几 个 对 称 操作 是 否 存在 就 可 以 
了 。 这 几 个 对 称 操作 称 为 空间 群生 成 元 ,在 Bradley 和 СгосКпей 
的 书 59 中 , 表 3.7 列 出 了 所 有 二 百 三 十 种 空间 群 的 生成 元 例 
如 ,我 们 在 第 八 节 中 所 讨论 过 的 群 Рап. ЖЛ), 
9 他 ,CG,) 和 $C, 门 被 选 为 生成 元 ,其 中 全 = @+B)/2， 通 过 生成 
元 的 整数 乘 竹 可 得 到 上 述 所 有 基本 对 称 操作 (或 基本 对 称 操作 加 
上 对 称 性 平移 ), 再 结合 平移 群 ,可 得 到 空间 群 全 部 对 称 操作 。 在 
使 用 Bradley 等 的 这 个 表 时 ,对 改进 空间 群 符号 不 感 兴趣 的 读者 
可 以 不 看 该 表 3.7 的 脚注 (Vi)。 


у в 


1. 证 明 : 

(1) 设 单 胞 三 个 楼 边 为 宗 忘 舍 , 相 对 的 角 为 w By, 则 单 胞 体积 为 : 
афс (1 — ооѕ?о — 00826 — 005°у +2 совас088 oosy )72 . 

(2) 在 给 定点 阵 中 ,所 有 不 胞 的 体积 相等 ,与 名 轴 的 选取 方法 无 关 . 

2 .证明 : 每 一 个 阵 点 都 是 一 个 反 演 中 心 ;两 个 相 邻 阵 点 联 线 的 中 心 位 置 
上 都 有 另 一 个 反 演 中 心 ， 

3. 利 用 空间 群 俯视 图 比较 群 Cmm2 和 Pmm2. 

4. 画 出 Стс2, 和 Prma 的 空间 群 的 俯视 图 ， 给 出 一 般 等 效 位 置 。 

5. 空 间 群 PC2、P4c2、P3ml、R3c 和 123 的 点 群 各 是 什么 ? 每 种 情况 下 ， 
具有 最 高 位 置 对 称 性 的 特殊 位 置 的 位 置 对 称 性 是 什么 ? 
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6. ЖЕЙ аяс ,a=p=y=90 “有 同 种 原子 在 下 列 位 置 : 


(029 004 0.22) 

(0.79 046 0228) 

(-029 0.54 -022) 

(021 -004 072) 
试 确定 这 种 晶体 的 空间 群 ， 


(-029 -004 -022) 
( 021 0.54 072) 
( 029 046 022) 
( 079 004 028) 


第 九 章 空间 群 的 表示 和 品 体 的 
电子 声 子 谱 


为 了 说 明 空 间 群 的 表示 在 晶体 谱 方面 的 应 用 ,本 章 在 介绍 点 
式 和 非 点 式 空间 群 的 表示 之 外 ,重点 放 在 和 电子 能 带 以 及 声 子 格 
波谱 有 关 的 问题 上 。 因为 晶体 中 电子 和 声 子 的 本 征 态 作为 空间 
群 表示 基 矢 有 代表 性 的 意义 ， 


第 一 节 平移 群 的 表示 、 


本 节 在 讨论 平移 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 基础 上 引入 准 动量 和 
布 里 渊 (Brillouin ) 区 的 概念 ,并 阐明 有 关 平 移 群 表示 基 范 数 的 布 
洛 敬 (Bloch ) 定 理 ， 为 下 节 关于 空间 群 表 示 的 讨论 作 准备 。 


一 、 平 移 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 


1. 相对 于 蝇 格 的 点 阵 平 移 基 秋 ПЕЙ, 实际 晶体 的 线 度 是 非 
常 大 的 ,在 讨论 其 性 质 时 ,表面 的 原子 数 因为 只 占 很 小 比例 , 贡献 
相对 很 小 。 因 而 ,可 忽略 表面 效应 而 将 晶体 看 成 无 穷 大 的 理想 晶 
体 ,用 无 限 的 点 阵 排列 来 描写 它 。 后 者 具有 对 平移 变换 他 (的 不 
变性 ， зажив), (为 整数 )， 换 言 之 ， 
以 无 限 个 平移 变换 全 (作为 群 元 的 平移 群 到 是 点 阵 的 对 称 群 
但 这 里 的 “无 限 个 ”既是 一 种 近似 , 又 不 好 处 理 , 故 为 既 保 持平 移 
不 变性 又 使 讨论 所 涉及 的 群 的 阶 数 有 有 限 的 值 , 可 采用 另 一 种 近似 
方法 一 引入 玻 恩 一 卡 曼 条 件 : 设 N,(i=1,2,3) 是 沿 i 方 向 晶体 所 
含 原 胞 数 , 则 令 平 移 量 为 晶 格 沿 i 方向 总 长 度 已 = ND 的 平移 操 
作 等 于 单位 变换 : 
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Т(ХЭ-Т(1)-174:)5-Ё (=1,2,3) (91) 


于 是 ,平移 量 沿 i 方向 的 平移 子 群 ТАА Г М, 阶 循环 群 。 
因 三 方向 平移 对 易 , 故 而 ,平移 群 万 是 直 乘 群 : 


Тг= Тех Тех Тг (9.2) 
故 群 他 的 阶 数 为 晶体 所 含 原 胞 总 数 
М-М,М,М, 421493) 


、3 
显然 ,此 群 中 ,以 入 = 为 平移 量 的 操作 等 于 单位 变换 : 


1 
ОЎ) = ТОЎ), Т0) = Ё (9.4) 


因为 任意 两 个 平移 操作 都 是 可 对 易 的 , 故 群 ТЬЕ N 阶 阿 贝 
尔 群 。 

如 前 所 述 ,实际 大 所 晶体 的 属性 近似 与 边界 条 件 无 关 。 因 而 
可 选用 特殊 的 玻 恩 - 卡 曼 这 种 边界 条 件 , 且 这 样 讨论 所 得 到 的 许 
多 表达 式 ,在 相当 好 的 近似 下 ,可 认为 其 中 的 N 是 无 限 大 的 . 

2.N 阶 阿 贝尔 群 仓 的 每 个 元 素 自 成 一 类 , 共 N 类 。 因 而 ,类 
似 于 式 (644), 它 有 N 个 不 等 价 的 一 维 么 正 表 示 TO)= 
Г”(7()|: 这 N 个 表示 可 写 为 


ге й)- expli272, (pb/N))) (9.5) 


其 中 (р) = (р, ,р,, р) 
而 p=0,1,2,. (N~1) 0-1,2,3) (9.6) 
显然 ,这 nn 个 (p) 不 同 的 表示 是 互 不 等 价 的 ， 且 满 足 周 期 边界 条 件 
(91) 和 (9.4) 的 要 求 。 

注意 , 若 就 式 (9.6) 的 人 p) 值 引入 ) = (р, ,py' ,Pp; ), 其 中 
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р'= р (hj 为 整数 ,j=1,2,3) 927) 


Ш (р тео Te 人) 仍 满足 式 (9 .4), 但 它 是 和 Te (1) 6 
价 的 ， 因 为 : 


Г (1) =exp[i2r2 pl/N] • ехріі2лУ һу (9.8) 
而 ехр[і 2л), =1 (99) 
总 之 ,从 平移 群 的 不 可 约 表 示 角 度 看 ,不 等 价 不 可 约 的 么 正 表 示 
只 有 式 (9.5) 和 (9.6) 所 确定 的 N 个 。 
二 , 倒 易 点 阵 和 准 动量 
1. 不 难 证 明 , 由 下 式 定义 的 倒 易 基 矢 


>а 21(8,Х8,) -, 21(4Хх4) >, 25(4Ха,) 
一 一 = = 一 = d= (910) 
2, .(4,Ха,) 8, 8,Х0,) 8, (4,Ха,) 


是 满足 式 (8.15) (8.16) (8.16)710 2 „0, 9 8789 2л 倍 : 
«ага» «а.й »- 216, 2 0911) 


在 群 表示 论 中 用 ze АЕ ОЕ. ШЕВ 
成 的 点 阵 称 为 倒 易 点 阵 , 以 它们 为 基 矢 的 坐标 系 给 出 倒 易 空间 ， 
作为 它们 的 整数 线性 组 合 写 出 的 矢量 称 为 倒 格 矢量 实际 上 , 倒 
易 空间 仍 是 自然 空间 , пахта о па". Вх 
仍 是 自然 空间 矢量 ,不 过 它 是 2* (而 非 言 ) 的 整数 线性 组 合 。 由 式 
(9.10) 看 出 计 * 是 和 蕊 ,他 都 垂直 的 ,但 不 一 定 和 诗 平 行 。 同 时 ， 
式 (9.10) 中 2 的 分 母 都 等 于 点 阵 原 胞 的 体积 Fe: | 


8. (2х2) =2,. (6х2) =, (0х2) =, (9.12) 


~ 359 – 


2. 引用 倒 易 空间 矢量 


Т=ка* +++ каж (9.13) 
其 中 k=p/N, (=1,2,3) (9.14) 
可 以 把 群 个 的 表示 (9.5 ) 写 得 更 简洁 而 意义 清楚 : 

ге () «ехд (64 = ) (9.15) 


上 式 很 容易 从 式 (9.14)、(9.13)、(8.2) 及 式 (9.11) 得 到 ， 这 里 的 
称 为 准 动量 , 它 是 平移 群 他 不 可 约 表示 TCD) 的 标志 , 即 为 描写 
具有 平移 不 变性 的 系统 一 晶 格 点 阵 的 状态 的 好 量子 数 ， 由 于 
平移 周期 区 不 是 无 穷 小 , 所 以 它 不 是 普通 的 动量 而 称 为 准 动量 
(N -> cc 时 天 的 取 值 是 连续 的 ,否则 ,可 视 为 准 连 续 的 )。 

如 前 所 述 尖 只 有 N 个 不 等 价 的 取 值 。 因 为 对 应 于 式 (9.7)、 
(9.13) 和 (9.14) 有 : 


一 大 + 大 (9.16) 


> |, 
~ 
~ 


ЗЭР Л-0,25-0,2541,25 (为 整数 ;j=1,2,3) (947) 


显 见 为 倒 格 矢 , 是 倒 格 基 矢 а 的 整数 线性 组 合 。 表 示 г" 上) 是 
яг 全 等 价 的 ， 即 由 式 (9.8)、(9.9 ) 对 应 有 


41) 


Г“фу-г 29) (9.18) 


екрүй. 1-1 


因为 Ћ-Т=2л У = 整数 .27 (9.19) 
此 外 ,注意 到 平移 群 ТРЕМ 阶 阿 贝尔 群 ,其 表示 特征 标 正 交 
定理 式 (2.55) 和 (2.69 ) 分 别 化 为 : 


У,екр-1 (к-к) 411-Мбор 
Т 


2-3 


和 У ехр[-іХ • (-1)] = Мт? 
5 


з. 920.13) 6.14J 及 6.6) 淖 出 ,不 等 价 的 N 个 大 均匀 分 布 在 
由 д. 0*, 09 作为 三 个 边 构成 的 倒 易 点 阵 原 胞 内 (0<h<1， 
上 一 Ki= JIAN). 倒 易 点 阵 原 胞 的 选取 . 和 点 阵 原 胞 的 选取 一 样 ， 
有 一 定 的 任意 性 . 固体 物理 中 , 常 选 维 格 纳 一 赛 效 (Wigner 一 Seitz ) 
原 胞 为 原 胞 :由 选 为 原点 的 阵 点 出 发 ,向 最 近 和 次 近邻 阵 点 引 格 矢 ， 
以 这 些 格 矢 的 垂直 平分 面 围 成 的 最 小 多 面体 就 是 这 种 原 胞 。 倒 
易 点 阵 的 维 格 纳 一 赛 兹 原 胞 又 称 为 第 一 布 里 渊 区 , 它 关于 原点 是 
尽 可 能 对 称 的 ,最 能 反映 倒 易 点 阵 的 点 群 对 称 性 , 原 胞 中 (或 表面 
上 ) 所 有 点 到 原点 的 距离 都 小 于 (或 等 于 ) 它 到 其 它 格 点 的 距离 ， 
在 点 对 称 操作 下 它 还 在 原 胞 内 (或 表面 上 )。 其 体积 


人 3, 一 (27) 和 ~ - ~ ~ ~ 
Vg=a* (ал х д) = из (а, хаз) -{ (аха) х (а,Ха,)) 


~ 


-(858))-1 (хайдаг ха): аја) 2) 
(9 
~ -人 、 人 人 ~ >、-= 27 
=[(0х а) ай (22) а.) Су 六 . 


= (2л)? / И, 1 | / Ё .. ‚ 09.20) 

”当选 用 第 一 布 里 浏 区 为 倒 易 诛 胞 时 ， , 式 (9. Эф алах 
(9.6) 的 值 而 改 为 : 

р= (一 №/2 +0. 2, №, /2 : ““(9.21) 

这 里 假设 了 м8. N 为 奇 ,上 式 稍 有 变动 总 之 ,现在 廊 取 


范围 ~1/2<h<1/2 (=1,2 ,3) 内 的 N 个 准 连 续 的 值 ， 它们 可 按 
下 式 定义 群 他 的 N 个 不 等 价 不 可 约 表示 : 
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> 
к 


Г 


此 式 和 式 (9.15 ) 的 指数 差 一 负 号 , 这 只 是 对 给 定 的 不 可 约 表示 所 
采用 的 标志 符号 的 改变 [ 式 (9.22) 更 符合 习惯 ; 式 (9.15) 和 (6.44) 
更 类 似 .无 论 用 那 种 标志 ,都 能 给 出 平移 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 
表示 ]。 

4. 不 难 证 明 , 倒 易 点 阵 和 晶 格 ( 布 拉 菲 ) 点 阵 具有 相同 的 Go : 

< 证 > 式 (9.19) 对 任意 虎 格 和 撩 7 都 成 立 ,是 倒 格 矢 户 的 必 充 
条 件 。 设 中 是 晶 格 点 阵 的 任 一 个 点 对 称 标 符 , 则 由 于 式 (8.12)， 
有 ,RR 也 是 式 (9.19 ) 型 的 内 积 


-> 


jj К 整数 。2r 


й)-ГЧ7Т (00) =exp[ 1: (922) 


又 由 于 中 的 么 正 性 

гааг (9.23) 
故 В 7= 整数 。2r (9.24) 
即 23:57 


也 是 倒 格 矢 , 故 R 也 是 倒 易 点 阵 的 对 称 操作 ,证 完 . 

由 于 晶 格 布 拉 菲 点 阵 的 点 对 称 群 Go 决定 晶 系 , 故 倒 易 点 阵 和 
品格 点 阵 属 于 同一 晶 系 。 但 二 者 一 般 并 不 相同 。 例 如 简单 平面 
正方 点 阵 ( 原 胞 基 矢 人 富 | 完 , 且 w=w=a) 的 倒 点 阵 仍 是 平面 正 
方 的 ( 倒 原 胞 基 矢 25-25 | а -ал,Н а“-ал-2л/а), ХИ 
9.1 所 示 ; 简单 立方 点 阵 ( 原 胞 基 矢 全 ,区 ,全 相互 重 直 ,长 度 均 为 
a) 的 倒 点 阵 仍 是 简单 立方 的 ( 倒 原 胞 基 矢 长 度 为 2r/a), 如 图 92 
所 示 ; 但 全 面 心 立方 点 阵 (点 阵 单 胞 基 矢 &,? ,z 相互 垂直 ,长 度 均 
为 a) 的 倒 点 阵 是 体 心 立方 的 。 原 胞 基 矢 和 倒 原 胞 基 矢 见 式 
(9.103) 和 (9.104), 第 一 布 里 渊 区 如 图 9.12 所 示 . 注意 这 些 图 的 特 
殊 点 和 特殊 线 都 有 惯用 的 标记 符号 。 
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图 9.1 平面 正方 晶 格 的 布 里 渊 区 图 9.2 简单 立方 晶 格 的 布 里 渊 区 


三 、 平移 群 不 可 约 表 示 的 基 和 布 洛 赫 (Bloch ) 定 理 
设 平移 群 分 不 可 约 表示 Fx(T) 的 基 为 p> 区): 


Фе ӨлддөгӨ)- шон = гбг 0) -өг6)ехр-8: П] 
(9.25) 
用 exp[ к: 2387) "үрэн 


екр– + :&- Туг6-1 ин =н. Леб) 7 926 
亦 即 : :、 Ё а= =exp[ 2р 2б х. -021) 


是 周期 函数 ， ШЭтВЖ (0-1,2, олхинанав Та, 
它 保持 不 变 : 、 


а ђ- 197 | (9.28) 


ная гі (тааж | 
Ё ФР 6) = секц 8. аг бу. . и 09.29) 


ЕНН, ЕТИ НЕА аЛ НЯ 
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ехрі 1 上 有 差别 НЗ ЖТ). 
第 二 节 空间 群 的 表示 


.空间 群 的 不 可 约 表示 一 定 可 写 为 其 不 变 子 群 平移 群 的 已 约 表 
示 形 式 。 而 平移 群 的 不 可 约 表示 是 以 准 动量 K 为 标志 的 ,故而 我 
们 先 介绍 和 一 个 指定 的 天 相 联系 的 有 关 概 念 ,然后 讨论 空间 群 不 
可 约 表示 的 一 般 结 构 和 性 质 。 


一 、 波 矢 星 . 波 矢 点 群 和 波 矢 小 群 


1 如 前 所 述 ,平移 群 不 等 价 的 N 个 不 可 约 表示 的 标志 天 都 在 第 
一 布 里 洲 区 内 ,对 于 一 个 给 定 的 万, 在 第 一 布 里 渊 区 内 ,可 以 定义 
与 此 色相 共 示 的 波 矢 亡 一 它 就 是 通过 空间 群 的 点 群 О, Ж А, 
( 常 令 К,= Е) Е 相 联 系 的 波 矢 
民 六 = 天 十 思 (9.30) 
式 中 育 为 某 一 一 倒 格 矢 ， 仅 当 关 在 第 一 布 里 漳 区 表面 上 时 , 它 才 会 
不 为 零 。 设 和 天 А К ЗЕЕ а 个 ,显然 它们 是 互相 共 
8880, Ха 个 波 矢 所 ,及 六 的 集合 称 为 一 -т х (5) 4 称 
为 波 矢 星 的 支 (或 阶 )。 К,А, Жон", Кафа 个 大 的 地 
位 是 平等 的 , 式 (9.30) 把 天 作为 讨论 的 出 发 点 ,只 是 为 了 方便 。 
平面 正方 晶 格 (点 群 G6 为 群 Cu) 各 种 大 矢量 的 星 如 图 9.3 所 
2. 点 群 G, 中 存在 某 些 元 素 广 ,使 上 不 变 或 变 成 等 价 的 波 矢 
рї, = +ћ, 09.31) 
хф Ћ,Ч Е 85 — 一 布 里 渊 区 的 表面 上 时 才 会 不 为 零 ， 这 
样 的 元 素 P 设 有 y 个 ， ХАНА ыг АНХ, ЮТЕР (Е), 
КЕШ, Жер Ё-А,. 8 ВОНР (高 ) 的 
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Ку Ку Ку 


Kx kx kx 
(827 Kk:qg=8 (0) z:9=4 (с) 5:9 =4 
К 
Ky ky И 
kx Ёх kx 
{d) А :4=4 {е) хғд= 2 (1) М:4-1 


图 9.3 平面 正方 晶 格 各 种 k 矢量 的 星 .每 一 虚线 矢量 借助 于 倒 格 矢 对 应 
于 一 个 粗 线 矢量 , 因此 未 另外 计 及 。g 代表 星 内 不 同 矢量 的 数目 。 


хэв | 
ъ= (РФ) + РЁ), -Е,РФО) 2 0932) 


Др, СВЕ К.Р (580) ОЖ, ИЕ 5, 25 ВА Л ВР 
(在 等 价 的 意义 上 ), 即 都 满足 式 (9.30)。 反 之 亦 然 , 即 满足 式 
(9.30) 的 А, 都 在 同一 左 陪 集 尺 Pk) 中 。 群 P(k) 在 群 G, 中 的 
指数 4 就 是 波 矢 星 的 支 。 显 然 , 点 群 G, 的 阶 

Л-4) (9.33) 


Е-08ОХГ Л у= А, Р) =С,, 4 4-1:5 5-8 (ЭБЭ! 
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称 点 ) 时 ,y=1,4=h。 其 波 矢 星 {名 } 有 h 支 “起 " ЭР. 

例如 ,平面 正方 点 阵 的 第 一 布 里 渊 区 各 不 同 对 称 性 的 点 万 所 
对 应 的 点 群 Ph) 和 它 在 点 群 G6。= =C 中 的 指数 g 等 , 列 于 表 9.1 
中 ;而 简单 立方 点 阵 的 这 些 星 和 群 则 列 于 表 9.2 Ч. 

3,858, АЕРО) ЕЖ р, Ce=1,2,…?7) 相 对 应 的 . 空间 
83 02Ж0(823-20)6 (局, 入) 的 集合 构成 空间 群 5 的 子 群 ， 
称 为 及 的 波 矢 群 (或 为 小 群 *)S()。 这 里 的 1 取 一 切 晶 格 矢 ,而 
这 和 记分 别 是 和 操作 色相 联系 的 平移 矢量 计 和 广 , 见 式 (8.8). 


表 9.1 平面 正方 点 阵 布 里 浏 区 中 特殊 点 的 波 矢量 的 星 和 点 群 


(0<k, <, 大 .天 大 ) 


群 S(k ) 也 是 空间 群 , 它 关 于 其 不 变 子 群 一 -平移 群 分 的 商 群 


8 (Ki) 7-Т:18(0.Ё».0 (8.,8.).::808, 53). (934) 


5 НЕВЇЬЕЛЕР(ООЖЭ Л, ӨЛ ЦЭВ ЛЖ 20. 
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同 构 于 点 群 P(k): 
SCE) TSPE) (9.35) 


这 类 似 于 式 (8.55) 的 同 构 关系 ; 当 群 5 所 ) 是 点 式 空间 群 , 即 记 =0 
(n=1,2,…y) 时 , 式 (9.34) 变 成 
SE)/ Тэ-тЁ.Б 28.) (9.36) 
此 时 (439346 8дал (8.22). К 
空间 群 S 可 以 分 解 成 其 子 群 一 ВЕ БОЕ) ср: 
5=501) +90, ,)80)+--+00,,8,)5) 0937) 
这 和 式 (9.32) АНУ, АА ИНУ. 


表 9.2 简单 立方 晶 格 的 特殊 点 的 波 矢 量 的 星 和 群 


(045,,8,58,- А, К, ) 


二 , 空间 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 

1. 空间 群 的 不 可 约 表示 以 一 个 波 矢 星 { 如 为 标志 : 

设 D(S) 是 空间 群 5 的 一 个 m 维 不 可 约 表示 。 当 m 关 1 时 , 它 
作为 平移 群 的 表示 是 可 约 的 。 选 取 D (S) 的 形式 , 使 平移 群 元 素 
О.Е) = 个 (的 表示 矩阵 Df,E) 取 已 约 的 对 角形 式 ,而 且 相同 天 
的 对 角 元 排 在 一 起 : ео ама Ф а ран 


(9.38) 


为 了 较为 形象 具体 的 介绍 空间 群 的 不 可 约 表示 ,我 们 引信 具 
体 的 表示 基 矢 。 例 如 ,可 令 表 示 Dp (5) 的 基 到 为 前 节 所 述 的 布 洛 
МЕ АЮ. 

(ТОРУ Д (9А А, ЗРО Е РЕ Л) ЖИ 
有 4 个 : 


р, О) =ехрійс • х], CC) | (4-1,2,3-44) (939) 
其 中 и, +7) = и, (х) 
是 平移 周期 西数 。 . 
用 算 符 P 信 ,R) 来 表示 群 元 g (?,R) 对 标量 场 函 数 的 诱导 变 
换 , 则 关系 (9.25 ) 写 为 | 
Р, Еуф,, @) =ехр к, 4110, (5) (940) 


(2) НҒ (9.37) їл 98 2 项 ,第 3 项 … 中 的 群 元 会 通过 式 
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(9.30) 将 无 变 成 启 , 故 不 可 约 表示 D(S) 的 基 中 也 会 有 如 下 的 基 
Ж: 
b= PE RY CC) = yl 
зєхцй, (КОУ-К 118 5К)4, (xX) 
зехрИЁД, 02-19) UlR R's) (941) 
虽然 这 里 的 үр, (ХЭЭРЖЛЕ ду, Сс) 895 (9.39) 8398 38 5, 
单 地 换 为 万 (或 锅 扩 ) 就 能 得 到 ,但 可 以 证 明 , 作为 平移 群 表示 的 基 
矢 , 几 (xz) 对 应 的 确 是 准 动量 КДА: 
PO EY, CG)= PU,E)PE, RY, (0) 
=P(+E, R)Y, &) 


зєхр Ёс (RR Е-1- К) и,(ЁЛХ-ЁГ Т- К 1) 
=exp[ – 1, | ехрИ ДА, (2-1) и, (8 7-8 Ч) 
зек-488 др, СӘ (942) 

上 式 用 到 了 式 (8.12) 及 zx Cx ) 的 周期 性 : 

и (79 879) =и (Ё) 943). 


因 j 不 同 的 у, 区 ) 对 应 于 不 同 的 为， 所 以 它们 是 线性 独立 的 。 
G) 由 于 0， ЕВ ЗЭР ЭНДЖЭЭ (Т, Е): 


~ т » 


86.6) а.в) 6, В) =9 (R- Ч, Е) (944) 
т « 
р(ЁГТ,Еу- р Вуут DO, EDGE,R,) 
是 ра, БУНА Аар, ИРИ ИЖ. 但 
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Ri= т. РОТ, Еу А 
.了 而 是 ВА" 2 Жор. Е) ЗЕ (9.38) Ф Еа Е, 和 
Ч ЯНШӨНӨЕИЛ(ЦАЙНЕВХВИЖН5). 才能 和 
рв, БЭН НЙ, ЕЙВОН АЕ С, 就 证 明了 р(, 
Е) Анк ИНЖ Е (= 1,2…g) 所 对 应 的 表示 矩阵 元 ， 
并 且 每 个 玉 被 包含 的 次 数 相同 。 

(4) 若 万 不 在 布 里 济 区 的 特殊 对 称 点 上 , 即 PK ) 只 有 一 个 元 
ЖЕ, g=hh 个 波 矢 亡 被 包含 ,每 个 被 包含 一 次 [ 注意 D (5) 
不 可 约 ], 即 式 (9.39) 中 的 4= 1; 若 到 在 特殊 点 上 , 则 ? 个 义 都 给 
出 Br =6+1,, Ж D OE) 中 它们 对 应 相同 的 表示 元 
exp[ –& • 1. 至 于 这 种 表示 元 被 包含 的 次 数 欢 言 之 ， 式 9.39) 中 
基 矢 тии ,只 能 是 的 小 群 SG ) 的 某 些 不 可 约 表示 
的 维度 (以 后 会 证 明 , 这 是 D (S ) 的 不 可 约 性 所 要 求 的 )。 再 由 上 
述 可 知 , 波 矢 星 { 玉 } 中 4 个 大 的 表示 元 都 分 别 被 D 他, 瑟 ) 包 含 d 
Ж. Ж: 表示 р (5) 8) Жу, (758, 458 )-1,2/"4 和 
j=1,2,…d 的 共 gd 个 基 矢 ， 

(5) 不 可 约 表示 D(S) 的 基 中 不 能 含有 {hi} 以 外 的 波 矢 不计 应 
的 基 矢 。 因 为 ,否则 ,将 合肥 个 中 所 有 波 矢 对 应 的 基 矢 ,而 这 两 
套 基 矢 不 可 能 被 空间 群 的 元 素 9 念 , 尺 ) 混合 起 来 ,已 如 式 (941), 
(9.30) 和 (9.25) 所 述 。 所 以 ,含有 两 个 或 两 个 以 上 的 波 矢 星 所 对 
应 的 基 矢 的 表示 必 是 可 约 的 。 

2. 不 可 约 表示 和 矩阵 рб, Куйон: 

设 刀 的 小 群 S(6) 有 一 个 (平移 表示 标志 为 亡 的 )d 维 不 可 约 
表示 Di (&,,Pb) 


Pd А > 4 一 人 А 
Р (@,,р,)у, (к) =, бор, 6.51, (9.45) 


式 中 Di @,,B) 是 dx 4d 的 小 和 矩阵。 
(1) 由 前 述 ,表示 D(S) 中 , 群 元 95G,R) 的 表示 矩阵 D (Р, К) 


~ 370 – 


PG, 3) )фу,С)- ph DE RYN, (9.46) 


其 中 

星 {k,} 中 不 同 波 矢 的 指标 i,j=1,2,…g 

群 S (ki) 不 可 约 表 示 0,3, р, 89: /5 | 3580 18 л 
WV=1,2,d, 


表示 D(S) 的 维度 。 т-ад (9.47) 
(2) 我 们 现在 来 求 [ Dy, 丰 )],,: 
由 式 (9.41): 
PER)Y, C=PERIPE RNY,G) . 0948) 


Еа, Аято (о, д) 


мо» 


868,К)0: 人， Ё) = 9 6,-8,36 (С...) (9.49) 


这 是 因为 上 式 左 六 的 对 和 元素 总 应 存在 于 式 9.37) 右 六 的 茶 个 左 
陪 集中 (注意 :证 和 玄 沿 晶 格 基 矢 方向 的 投影 都 小 于 1, П РЯ 0, 
的 投影 则 可 大 于 1)。 于 是 ， КАХ (099). (9.45) #1 (941), Ж 
(948) 化 为 : 


Р, Бур, б) = PE KPC эж 
-Р(,.8, Ур, р, 6, Pl 


=T ,Ds 6,531, (9.50) 
比较 式 (9.46) 和 (9.50), 得 到 
(р, (т (т, К)}; Тай? 49, (5851,, - (9.51) 


жа ,р(5)н аха ахал ВЕ р, (С, К): 
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其 中 р,(®,К)= 5, р, (@,,0,) (9.53) 


上 式 右 端的 下 标 Кун БО ЭЭН (9.49), ВП р(т, К) аха 
小 矩阵 都 是 小 群 ЗО) р, (р), 55) 918 д 
ДЛЕ, А ЛМЕ р, ( 霹 尺 ) 不 为 零 而 为 Di 区,B,),j 
和 上 的 关系 及 ( 启 及 ) 和 ( 芝 , 氛 ) 的 关系 同时 由 式 (9.49 ) 所 决定 

(3) 对 于 给 定 的 已 只 ), 列 指标 j 改变 为 j 学 j 时, (о, , 方 ) 可 能 
改变 ,也 可 能 不 变 ;但 据 表示 的 么 正 性 可 证 ,相应 的 上 一 定 改 变 为 
上学 k。 所 以 ,不 仅 D(t,R) 的 每 列 中 ,而 且 每 行 中 也 仅 一 个 不 为 
零 的 Di(@ ,Pp,) 小 矩阵 。 

3. 表示 的 不 可 约 性 和 完全 性 

(1) 群 S 表 示 D(S) 不 可 约 的 充 要 条 件 是 群 8 (5 ) 的 表示 D1 
(2, 站 的 不 可 约 性 。 简 证 如 下 : 

车 Di 可 约 , 则 存在 非常 数 的 dx 4 矩阵 蕊 和 所 有 DC 了) 对 
易 , 故 mxmm 的 非常 数 直 乘 矩阵 1, x Y, 和 所 有 ре, ЭЯ: 从 
而 DG) 可 约 ; 

反之 , 若 DG) 可 约 , 则 有 非常 数 矩 阵 瑟 与 所 有 D (Tt, 中 ) 对 易 ， 
从 而 可 对 六 的 形式 作出 如 下 的 判断 ,并 据 以 证 明 Di 可 约 : 

式 (9.38) 表 明 [D (Й, Е),],„= (6,543 (1)w ест), 
即 D(1,E) 为 gq 维 对 角 和 矩阵 和 4d 维 单位 矩阵 的 直 乘 形式 。 于 是 由 
хыяр 人 , 巨 ) 的 对 易 知 


Ба 
[X= (1), (У,),, 


ВХР, 沿 对 角 线 上 排 着 4 个 d 维和 矩阵 Y,,Y,,…Y,。 
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下 面 可 证 明 ,= 了,= Y=… 一 了 ,。 试 看 式 (9.51) 中 j=1, 从 

ШОС, К) = ЁЮ. Ч К-К, (5-2,,-4)8 (949) 
К=5,п=1, 从 而 有 : р, (,Е,)=5,р, (0,8) =%,(1). 

于 是 ,XX 与 DD 1001-31:52312 


(Хр), = У Х,р,= У. ё,Үд,= Ү, 
(РХ) „= 2 р,Х,- 2 Do YF DY= Ү, 


ЖНХЭр( ух 59 了 ,= 了 ;最 后 , 式 (9.51) 和 (9.49) 
给 出 КА КА 
р, (В,р) =5,• Р, (В,р) 


故 由 天 和 了 (8,D) 的 对 易 知 了 与 Du (8,D) 对 易 , 即 Du 9784, 
(2) 由 上 述 知 ,表示 D(S) 虽 由 { 和 ;标志 ,但 它 完 全 由 六 的 波 矢 
群 8 全 ) 的 表示 D,( 信 公所 决定 ,D, 称 为 空间 群 8 的 小 表示 。 因 
而 ,我 们 可 在 第 一 布 里 渊 区 内 定义 一 个 限制 体积 , 它 包含 那些 不 
属于 同一 波 矢 星 的 所 有 点 。 例 如 只 包含 {名 } 中 的 外 一 点 , (大作 中 
的 大 /一 点 等 。 然 后 , 找 出 这 些 点 大 肥 … 所 对 应 的 波 撩 群 8 人 )， 
5 (5, 对 于 这 样 选 定 的 , 88 5 (0) Н (9.34) 知 它 有 N? 个 
群 元 , 故 它 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 的 维度 平方 和 为 Ny ,就 它们 
对 其 平移 子 群 表示 而 言 ,总 共有 N 个 不 同 的 祖 作 为 标志 ,在 这 些 
不 可 约 表示 中 ,只 有 那些 对 其 平移 子 群 的 表示 的 标志 为 这 个 给 定 
89 480, 群 SK) 的 不 可 约 表示 ро (о :P) 才 可 作为 Du @,P) 决 定 
群 的 不 可 约 表示 , 称 为 允许 表示 [ 注意 群 5 优 ) 的 点 群 P (с) 8 
元 素 六 保持 大 等 价 不 变 , 即 它 诱导 的 做 } =). ж ро а, руж 
身 也 就 是 群 S 优 ) 的 小 表示 ,从 而 它 的 维度 为 d,, 因为 平移 操作 的 
表示 Ў (8, В) =ехр (к. тух жийж хар 8049. 
所 以 联系 于 这 个 大 的 所 有 允许 表示 维度 平方 和 买 12= T 01622444 4нгй) 
即 等 于 式 (9.35) 中 群 P 伏 ) 的 阶 。 于 是 ,以 这 些 人 允许 表示 作为 小 表 
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示 D,, 所 决定 的 空间 群 $ 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 
р (6) = 012 (GT 六) 的 维度 平方 和 正好 等 于 空间 群 的 阶 数 Nh: 


У.У 04.)= У фу = У а= У һ= Мн (9.54) 


限制 区 k 2 限制 区 大 限制 区 玉 58-58 


上 式 推导 中 还 用 到 了 式 (9.33)， 所 以 ,这 些 表示 D(S) 已 是 群 8 的 
全 部 不 等 价 不 可 约 表示 。 . 

综 上 所 述 ,为 找 全 部 D (8 ) ,只 需 在 限制 区 内 选择 所 有 大 点 . 
而 由 于 限制 区 中 一 般 点 天 的 {K} 有 (点 群 Gu 的 阶 ) 支 , 故 限 制 体 
积 为 第 一 布 里 渊 体积 的 1/ 有 ;同时 ,一 般 我 们 并 不 需要 作出 群 80 
不 可 约 表示 D(S), 而 只 需要 知道 群 S( ) 的 不 可 约 表示 р [іа 
表示 维度 ( 即 简 并 度 ) 的 关系 式 (9.47)]; 还 有 ,为 了 确定 表示 Рр. 
只 需 列 出 群 全) 的 0- 1) 个 元 素 8 (83) (1513 560) 
= 个 (0) 的 表示 特征 标 即 可 ,因为 其 一 般 元 素 个 门 $ (Й.В) 
特征 标 就 是 5( 记 ,所 ) 的 表示 特征 标 乘 以 exp[ -未 511. 


第 三 节 ”点 式 空间 群 的 表示 


本 节 首先 说 明 对 点 式 空间 群 5 ,其 小 表示 Du@,P) -一 万 小 
群 S be) 的 允许 不 可 约 表 示 可 以 归结 为 态 的 点 群 (1) 88 Ж 5129 
表示 乘 以 平移 表示 因子 exp[ ік, “oj 。 然 后 举 一 个 简单 的 平面 正 
方 晶 格 例子 说 明 前 节 讨论 的 群 8 的 不 可 约 表示 及 某 些 表 示 和 矩阵 
Dt,R) 的 具体 形式 ， 

一 、 群 SK ) 的 允许 不 可 约 表示 р, (8,p) 


ТАГА НАВРО авжи, ч к, 
“的 小 群 S(k,) 为 点 式 空间 群 时 ,其 允许 不 可 约 表示 为 
DR,p) =exp[ - Ж, -2]Г (р) (9.55) 
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< 证 > 对 应 群 5 


рээ. 


由 式 (9.55) 有 : 
р, (,р)р (6 ,р) =ехр +0] г ф)ехр| – 未 , 信 1TFG 人 
= ехр – . (+ 7) (57 
和 р.@+ 8.09) =екр й, (86 єЭ1Г0Р) 
{8 н 56 (9.31)9:' 
exp[ – й, • 8 1 =ехрі -人 天).z1 
=ехр[ –і (05-95) . 41 =expl -Ё, «8 јехрі -й, . 21 
故 DG， 2)р,(859 7-8, 287 ,pp exp[ 读 : 21 (9.56) 
式 (9.56) 右 端的 因子 ехий, . 41, 对 点 式 空 间 群 必 为 1, 因为 
们 公 为 整数 平移 量 1 ( 见 936 式 ) 并 有 关系 式 (9.19); 车 SK) 为 非 
点 式 空间 群 ,但 大 在 布 里 渊 区 内 , 它 亦 必 为 1, 因 为 这 时 为 零 。 在 
这 两 种 情况 下 , 式 (9.55 ) 都 是 成 立 的 , 仅 当 SC ) 为 非 点 式 空间 群 
且 扎 在 第 一 布 里 渊 区 表面 上 时 , 式 (9.55 ) 不 成 立 ,我 们 将 在 以 后 讨 
论 。 | 
2. 点 式 空间 群 S( 反 ) 允 许 的 不 可 约 表 示 基 . 式 (9.39) 的 yy) 
也 是 点 群 P(k) 元 素 p,=9 (0 , 色 ) 的 不 可 约 表示 工 G,) 的 基 : 
< 证 > 82 (9.45 ) #155 (9.55), 当天 的 小 群 8 人 ) 为 点 式 空 


间 群 时 ,在 其 元 素 人 位, ) 的 诱导 下 ,其 不 可 约 表示 基 yy 人) 的 变 
化 为 : 


у С) РО, р), б) =, 91р, 9,01, 
=exp[ ШУ, СОГ,, Ф) (9.57) 
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_ 另 方面 ,由 ф, C) 的 表达 式 (9.39) 及 其 标量 函数 性 有 : 

20, шан 14055751 -4,0,72-821,) 
=exp[ik, • (0,7-0), 0,7-7, 
-ехр 483 • Шехрій, • ў, х) и (Bix) (9.58) 
=exp[ 一 起 + 1] рДехрій, = х] иу, (х) 
=exp[ й, + Цр, б) (9.59) 
比较 (9.57) 和 (9.59), 我 们 得 到 : | 

Рр) = 0, 5) = У, бг, (р,) 9.60) 
_ 得 证 

可 见 ,在 这 种 情况 下 ,空间 群 不 可 约 表示 基 yw (x) 既是 布 治 
赫 函 数 , 又 是 点 群 P() 不 可 约 表示 的 基 ， 

二 . 二 维 空间 群 Cu 的 不 可 约 表示 

一 个 基 元 为 正方 形 的 P 型 正方 晶 格 如 图 9.4 所 示 。 它 的 空间 


图 94 基 元 为 正方 形 的 了 P 型 正方 品格 
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群 是 二 维 群 Cu。 其 第 一 布 里 渊 区 及 相应 的 波 矢 星 伏 }, 点 群 P( 人 ) 
Еля 91,8993 及 表 9.1 所 示 。 
我 们 定义 此 空间 群 的 结晶 点 群 C。 的 8 个 操作 如 下 : 
К, Е, К, Е, В, R 8, #, 
| Ё 2, 28022 8 6 6, 8 
注意 这 里 的 Cr n=1,2,3) 定 义 为 绕 过 k=0 的 工 点 的 Z 轴 顺 时 
针 旋 转 (xx/2) 角 ,5 (p=1,2,3,4) 对 应 的 反映 面 分 别 过 图 9.1 中 
КОЛ о, 3898. РЕ, ПИВ ЗЕЕ ЗЕЛ 9.3 所 示 ， 


+93 вс, юан 
нгагчгагагагага 


Л 
ка а а А ги гагигл 


为 找到 群 Cu 的 全 部 不 可 约 表 示 , 我 们 只 需 考 虑 限制 区 XM 内 
的 代表 点 ,此 区 为 第 一 布 里 渊 区 的 1/ 8。 同时 , 习惯 上 我 们 将 特殊 
点 例如 工 ) 的 第 1 个 小 表示 Di 用 该 点 符号 加 下 标 4 表示 (如 工 , )。 

1. 点 工 :无 =0, 是 原点 . 

波 矢 星 {0} 即 原点 ,q=1; 群 PC)= 5) 三 为 点 群 C。. 

空间 群 表示 р, А) = 小 表示 Du (,К)-г, 0.8) 
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=expFi0 * 1]T; (R)=T, (В). 
ЖНГ, (4= 1,2-5) 5538 Сул. 103894 所 示 。 


ж94 ВС 在 大 =0 点 的 不 可 约 表示 


обур сео 


9 (0,С2)| 2 (0,0,) 9 (0,0,) ПИ 


1 


EE 
Вийнян 


2. А М:Е = (1/2,1/2), 是 边界 上 一 


ми 
С Ј 


шил 
07 


个 顶点 。 


群 C, 的 8 个 操作 灭 , 把 点 变 到 自 已 或 第 一 布 里 洲 区 的 其 它 三 
个 顶点 ,而 它们 都 和 点 М 等 价 , 故 群 P(k)=Cs;{k) 的 gq=1。 


空间 群 表示 р(,8)- 小 表示 Du 人， 


R), 它 也 有 五 种 : 


М,0,8)-р,(01.К)-ехе-05 1Г,(8)-5Г,(8) 0-1,2::5) 


这 里 (R) 仍 是 群 Cu 的 不 可 约 表示 。 当 1=1 侣 +1 它 的 (人 +) 


- 偶 时 ,上 式 右 端 取 正 号 ;否则 取 负 号 。 
3. 一 般 点 :k= (К, А) 


(к) 4=8; # РЁ) =c, 只 有 恒 元 记 一 个 元 素 , 因 而 只 有 一 
个 一 维 (d=1) 不 可 约 表 示 T (E)=1, 故 小 表示 : 


р, (&,р) = Р,, (@, Е) =ехр[ 一 这 0) 1= exp[ —ik “a 


Сф аяп). 


- 378 – 


空间 群 Cu 在 一 般 天 点 的 不 可 约 表示 D 他 ,让 ), 因 而 只 有 一 
个 8 维 的 (na=dd=8x1l=8)， 决定 其 矩阵 元 的 式 (9.53 ) 及 (9.49) 
现成 为 : 


р,@.В)=5,ехр – і 2) 


及 OR)g (0.8) -2(0.8,30 (8.8) 
由 之 导出 91,КА)-4(КД.В,) 
А,-88, 
“илнэ 
2-8 1 


到 


及 第 j 列 元 素 D, 0 六) = ,ехр– і, + Ё] =5,ехр і - 1] 
зж р(,Е)ятр (0,C,) 为 例 : 
A. 困 中 =EE, 故 R=R 即 k=j 
р, @,Е) =ӧ,ехр – іХ, - Й 


ехр|- 未 41 | 
一 | ехр|- Ёр, . 1 


» 


=. 


- ехр| -188, 可- 
B. 因 及 = c,=RR,, RR,= R,。 据 群 乘法 表 9.3 ,不 为 零 的 矩阵 


元 Du (0, с,) #6 ЕЖ (К, Ј) 9: (3,1), (4,2), (1,3), 0,4), . 
(7,5), (8,6), (5,7), (6,8). 7 
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类 似 地 ,可 作出 D 0, 民 ) (i=1,2,…8)。 空间 群 Cu 在 一 般 天 点 
的 这 个 唯一 表示 的 矩阵 就 由 D (1,E) 和 8 个 D(0 ,页 ) 决 定 [ 其 中 ， 
р 0,&,)=р (0,8) 2 8х8 的 单位 矩阵 ], 因为 其 一 般 群 元 的 
表示 


= 


р(,#,)=р(@,Е)р OR) (0-1,2,-8) 


4.A 点 :到 = (k,,0), 是 沿 TXX 线 上 的 一 般 点 . 

(519 4-4,888 ЕХ, АТ, АА Я КД ГЭН, Р) 
为 群 Cn= (Е, 0,)={#,,А,), т 04-1) Г, 
和 T，, 特 征 标 如 下 : | 


Р 


С Е С; 
г 1 1 
г, 1 -1 


小 表示 : А.р) =ехрі –і2лк 1] г, (р) 
А,, Ӯ) =ехрі –і2лк,1.]Г,(Ф) 
空间 群 Cu! 在 A 点 的 不 可 约 表示 2 (,К) 8 М (4-1,2), 
都 是 4 维 的 。 з D*(0， су) р 0,5,) ж: 
А. с, = Ё,:3 (9.49) 98025 
9 0,4,)0 0.6) =7 0,#,)9®.р) 
根据 群 Ph ) = {R, R,} 及 群 乘法 表 ， 式 (932) + БК, 88 ) Ж 
1,2,3,4: 


1-1  4-8-88-32 
2 R,=R,R, 
3 Rs= RAR， 
4 Ё,-88 
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即 不 为 0 的 Di 0, с,) й РЖ (5./)Я:02,1).0,2) (4， 3), 
(1,4) 。 四 个 六 @,5) 中 的 了 都 是 RR,= =Ё(К,=6 不 能 满足 要 求 ) 
Наш жи. 

Й Г,(Е)-1 (1-1,2).Ж 


0001 
pr0 ,as)-| 1000 
(0.2) ЕЕ (4=1,2) 


0010 
В.2,= А, :现在 式 (9.49) 给 出 


即 四 个 了,5) 都 是 9 (0,А,) =g ,2 )。 注 意 到 工 G, )=1， 
Г,(9.) = 一 1, 我 们 得 到 


0010 
ХОГ (21 时, 取 正 号 
0001 2 时 , 取 负 号 


这 样 得 到 的 空间 群 CO 在 A 点 的 不 可 约 表示 和 矩阵 见 表 9.5 . 

5. 下 点 :五 = (hk ,kk), 即 沾 TM 线 上 的 一 般 点 。 

{hk} 也 有 q=4， ЕР(О-(8, 0,} = 群 C,,。 情 况 完 全 类 似 
于 A 点 ,只 是 要 在 群 Р, ) 中 用 о, 2 2. 

6.2 点 :hh= (12,6), ХМ 边界 线 上 一 般 点 。 

(Јеж 4-4, Р(0)-(8,64- 群 Cu ,情况 完全 类 似 于 
A 点 。 乒 是 要 在 群 PK ) 中 用 0, ##% 0,. 
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г-01-00-4ү41-0 0 0-11-00 0 "| 001-0-1 0001 
ti- 000 000 1- 001-0 101-00 1000 
000 1- 1001-0 01-00 1-000 0100 
or od 01-00 -1= 000 0001- 10010 
0100-1 1000 000 1- 0010 0001 
1000 0001 0019 0100 1900 
0001 0010 0100 1000 0100 
0010 отоо 1 1000 0001. 0010 
(050) (050) 9 (2250) 8 


г 0010 


0001 


000 


0100 


0010 


0001 


1000 


0100 


Меры ШУ Уой 56% 


7.X 点 :天 = (1/2,0), 是 边界 上 一 对 称 点 。 


(А) q= 2, 因 为 相对 边界 上 对 应 的 对 称 点 互相 等 价 。 群 
P (Kk)={E, 6,， 2,8.) = {RR,,R, ,R,}= 群 C，. 它 有 四 个 一 维 


(d=1) 不 可 约 表示 工 (Р) (4=1,2,3,4)。 见 表 9.6 。 


表 9.6 ВС, 的 不 可 约 表示 


小 表示 Х, Т.р) =ехр - лг, Фф) (4=1,2,3,4) 
空间 群 Cy 在 X 点 的 四 个 表示 都 是 m= qd= 2х1=2 СН, 
ЭЛЭГ РАОГЗУЛЛ 


А.2,=Ё,: 

уж 88-82 
х, р=К,, А,, А,, К, , 故 可 取 j ,k=1,2， 
给 出 BR =R,=RR (р= Ё,= Е) 


0 Г,6) 0 +] 
故 Don| А | | 
Г,(Е) 0. 1 0 


注意 ,这 里 产 1 和 2 所 对 应 的 P 不 同 。 参 考 群 C,, 的 特征 标 表 96 
可 知 :4= 1 人 时 阳 正 号 ; 4=3,4 时 取 负 号 。 
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Г, 6.) 0 +1 4=1,4 时 , 取 正 号 
ІЧ | 2 3 时 取信 号 ) 
exp[—ik,* 0 | ив 0 | 


加 上 DC 
0 ех 04 


0 | ехр-4321 
得 及 信 5)=D0E)D 0,0,) 


-+[ 0 expl на (说 明 同上 


ехр[—ілі] 0 
这 样 得 到 的 С ВЕ ХАН ЈЕНЕ 97р. 
关于 空间 群 Cj 的 所 有 各 种 不 可 约 表 示 的 总 结 列 在 表 9.8 
中 ， 
表 9.8 空间 群 Cu 不 可 约 表示 总 结 


不 可 约 表示 


小 群 S 和) | АРГ 


ХОЛЧ ЖЭТ 


1 
4° 


#97 НС 


如 前 所 述 ,在 实际 应 用 中 ,常常 只 需要 用 到 小 表示 及 其 基 矢 ， 
因为 小 表示 的 4=m/g 个 基 矢 包含 在 空间 群 一 个 不 可 约 表 示 的 т 
个 基 矢 中 ,而 这 m 个 基 矢 有 同一 简 并 本 征 值 。 


第 四 节 ”晶体 的 电子 态 和 能 带 
本 节 首 先 从 对 称 群 的 角度 简要 介绍 能 带 的 基本 概念 ,然后 分 
别 介绍 自由 电子 近似 和 紧 束缚 近似 两 种 方法 ， 


一 .晶体 的 对 称 性 和 电子 能 带 


1. 周期 电子 势 和 能 带 : 
采用 平移 周期 势 中 的 独立 电子 模型 , 即 假定 晶体 中 每 个 电子 
独立 的 在 所 有 原子 核 和 其 它 电子 对 它 的 平均 作用 势 V (x) 中 运 
动 。 该 势 具有 晶 格 矢 1 平移 不 变性 : 
Ү(0)-0(2-1) (9.61) 
ЕТЕЕЖ 
一 天 一 > 2- 一 ~~ 
ЕЗ1 (9.62) 
Ае а ЫБ 49818 
РАЖ (9.29), 48 (9.62) ЛД: 
ж _ К 2 > БА = . 
. ЕЗ (V+ik) тубф о (9.63 ) 


жит (х), 这 个 微分 方程 只 须 利 用 ws 人 ) 在 晶 格 原 
胞 边界 上 的 周期 边界 条 件 ,在 一 个 晶 格 原 胞 内 求解 。 这 样 群 论 就 
使 我 们 把 整个 晶体 即 N 个 原 胞 的 问题 化 为 一 个 晶 格 原 胞 N Е 
值 的 问题 ， | 
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对 于 一 个 给 定 的 大 值 ,方程 (9.63) 有 一 系列 解 & 比 ) 和 20) 
=exp[ йе хр (х). ЯЕ п.е, 伙 ) 是 玛 的 连续 函数 ， 
即 当 关 连续 变化 时 ,s, 估 ) 将 连续 地 在 一 定 的 值 域内 随 信 而 变化 形 
成 一 个 能 带 。 实 际 上 ,在 每 个 能 带 内 K 取 准 连 续 变化 的 N 个 值 . 

.所 以 ,能 带 形成 的 基本 原因 是 单 电子 势 V(x ) 的 平移 周期 性 ， 
因由 如 (Xx) 是 平移 群 不 可 约 表示 的 基 , 而 这 种 表示 总 是 一 维 的 , 故 
若 不 计 点 群 对 称 ( 和 时 间 反 演 简 并 : 见 第 八 节 ), 则 能 级 是 非 简 
并 的 。 

2. 能 级 在 大 空间 的 对 称 性 和 简 并 度 : 

晶 格 还 具有 点 群 对 称 性 , 从 而 具有 由 空间 群 8 表示 的 对 称 
性 。 由 前 两 节 对 空间 群 不 可 约 表示 的 讨论 知道 ,属于 同一 波 矢 明 
ПОЕ 0-1,2,32 а) В (р, Ко 00) 
(4=1,2,…d,) 是 同一 个 不 可 约 表示 ЮУ (т, )8 80203814 
的 能 量 本 征 值 


(Ё) =) (0=12…9) (9.64) 


因而 sy (ОДАН О ЕЕ: 这 里 已 将 n Ууд ,1 
用 以 区 别 变换 性 (4) 相同 而 其 它 性 质 可 能 不 同 的 态 。 同 时 ,对 于 
给 定 的 大 ,例如 六 ,se о а, А) (и-1,2,-41) 
的 共同 本 征 值 。 亦 即 , s,, (ki ) 具 有 由 小 群 8 的 允许 不 可 约 玫 
жр (8,5)| [或 3 的 ) 为 点 式 群 时 由 点 群 Р(О ЖИ 
Г, Фу Ята, Э Ее, @)=ғ, Ё,)АЖ т, = д4, 
ОНЫ. 

З. 能 级 曲线 的 相 容 性 : 

对 于 给 定 的 (m4), 本 征 值 6 (Оче, НЕ 
20 УО АТЕВ РА НАК ЕВЕ ГеВ АБ 4 Т 
述 的 对 称 性 降低 的 情况 . 因而 ,在 以 上 为 自 变 量 的 能 谱 曲 线 
е, (K) 即 色散 曲线 中 表现 出 简 并 度 的 转变 一 一 群 S 仿 ) 的 不 可 约 表 
示 向 其 子 群 的 不 可 约 表示 直 和 约 化 , 即 在 对 称 性 转折 处 表现 出 相 
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应 波 矢 群 8 人 大) 和 其 子 群 的 不 可 约 表示 间 的 相 容 关系 。 这 样 的 相 
容 关 系 对 于 绘制 或 检验 色散 曲线 是 很 有 用 的 。 


二 ,自由 电子 平面 波 近似 法 中 的 能 带 


1. 自由 电子 能 带 

对 于 晶体 中 原子 的 价 电子 ,特别 是 (离子 实 半径 较 小 的 非 过 
Ж) 金属 中 的 价 电子 , 式 (9.63 ) 中 V (x) 随 区 的 变化 很 小 , 零 级 近似 
下 可 视 为 常数 ,因而 可 视 价 电子 为 自由 电子 。 为 了 方便 , 取 V(X) 
=0。 这 时 方程 (9.63) 有 如 下 形式 的 周期 解 : 


uz (Xx) =V. /exp[ і, . х] (9.65) 

оту т 2 个 2 

gr (к) = М ф,+К) | (9.66) 
其 中 ,h, 是 倒 格 矢 


> 


ћ, = та* + mt таж [n= ф.,п,,п,), п, 9] (9.67) 


ННН Ми, (к) =и, (х) ЭБЗЕ, А-У 
Ши О) (ха) «пр Ара 
这 是 最 方便 的 , 因为 利用 周期 性 可 以 将 大 多 数 积分 均 化 为 原 胞 内 
的 积分 ,如 后 述 。、 

由 式 (9.29) 和 (9.65), 完全 的 波 函 数 是 自由 电子 平面 波 的 形式 : 


"C0) =p expli бүл) + 5) (9.68) 
其 中 天 取 值 限于 第 一 布 里 渊 区 内 , 称 为 约 化 区 方案 ， 如 图 95Ga) 


中 一 维 晶体 的 各 es 区 ) 曲 线 所 示意 ,每 个 se 依 ) 对 应 于 一 个 确定 的 
有 ,其 顶点 在 = -为 处 。 限 制 天 在 第 一 区 内 的 结果 ,使 se 估 ) 成 


1) 也 可 就 唱 格 单 乃 来 做 、 但 所 得 的 状态 数 要 除 以 有 心 单 胞 所 含 的 阵 点 数 , 才 
能 和 用 原 胞 做 出 的 结果 一 致 。 
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XE < 5 
-.. “ы біч = sam 
“нь, 
з- С 5 
ь. ч 
х 一 Зо 
一 一 一 一 一 一 24------ 
~ № ~ 
~、 ч ~、 ? 
< ~ е БЭЭ?) 
ыг" е 、 
— 9 ” 
х... 二 `2 5 Р АЛ 
. Ф -2 2 
~ ~ И) 
ee ~ 一 一 一 ~" 
ГЭ ~~ 1" 
х ~ pa х. 
сз 
е 
[А7 
ын 


一 


СУ) 


»” 


” 


ГА 


Ы 
=----- -一 一------ ---25-----Х 


ГА 


л/а 0 х /а Зл. / а 


-3Х /a 


一 5 /a 


0 n/a 


图 9.4 一 维 晶体 的 能 带 


к/а 


-3х/а 


(6) 计 入 周期 势 修正 


(а) 自由 电子 近似 
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为 天 的 多 值 责 数 er(R) (n=1,2,… ), 对 应 于 不 同 的 能 带 ;在 所 请 
“扩展 区 方案 " 中 ,e" 人 ) 就 是 顶点 在 天 = 0 的 抛物 线 ,而 大 可 取 第 一 
区 外 的 值 ,从 而 也 能 得 到 各 能 带 的 值 。 不 同 能 带 中 相差 倒 格 矢 的 两 
个 大 值 属于 同一 种 不 可 约 表示 。 所 以 两 种 方案 都 能 反映 存在 多 
个 能 带 . 每 个 能 带 中 所 有 N 个 天 值 都 取 饥 的 客观 事实 。 

下 商 分 别 讨论 简单 二 维 正 方 和 三 维 立方 晶 格 的 自由 电子 能 带 ， 

GD) 二 维 简单 正方 晶 格 的 能 带 

它 是 三 维 空间 一 ke (Kk) 中 的 曲面 。 习 惯 上 用 此 曲面 沿 第 
一 布 里 渊 区 各 种 对 称 线 的 截面 来 显示 它 。 图 9.6 给 出 了 沿 ГХ, 


图 96 正方 晶 格 沿 对 称 线 的 自由 电子 能 带 , 以 及 用 波 矢 量 群 的 不 可 约 表示 
对 它们 的 标记 , 与 能 带 对 应 的 平面 波 标 在 每 个 能 带 下 
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XM,MT 三 条 “对称 线 的 自由 电子 能 带 。 与 能 带 对 应 的 下 ,用 
(п, п) 标记 在 该 能 带 下 。 扼 要 说 明 如 下 : 

A. 在 简 并 度 高 的 对 称 点 上 , 常 有 几 个 对 应 不 同 六 或 (41,n,) 的 
能 带 简 并 在 一 起 。 例 如 工 点 的 (10), (10), (01), (01) 4 
х= x+ 过 的 四 个 平面 波 : 

ye xX) = 了 -exp[i2rxl ， Wr (х) И 1ехр -12лх| 

Wo) = ехр[2лу] ,yr KR) = И "exp[ -12лу| 


它们 都 具有 能 量 #09 2М = Ш 2Ма. 11 5 АТЖ, Г 点 的 小 表 
Ж.Г,(.8)-Г,0) (= 1,2…5) 是 点 群 Cw 的 不 可 约 表示 。 以 上 
述 四 个 平面 波 为 基 矢 生成 的 表示 , 显然 是 群 С, 的 可 约 表示 。 按 
标准 的 约 化 方法 ,这 个 可 约 表示 是 群 C% 的 TT 多 TT, 的 直 和 表 
示 。 故 图 9.6 中 ,TT 点 的 轴 上 s=1 ( с-1хК/2Ма) 0 
Г,Г.Г,. 、 

B .在 与 工 点 相交 的 A 线 上 ,例如 (01) 和 (01 ) 两 个 平面 波 是 简 
并 的 。 能 量 和 波 函 分 别 为 : 


四 = -在 раде (вв Ё а) 
М «21 0, 2Ма х 
у, (х) =. ехр[ 2л б,х--у)| 


Маб KR) = 0792 ехрүйл kx 一 )]] 


这 两 个 波 函 在 A 点 的 点 群 Cu= (Ё. о АЕТ, 因而 给 出 
Е: Cw 的 一 个 二 维 表示 : 按 标准 方法 约 化 知 其 为 А.ФА,. Е 
рр, (х) 0 (с) 75. , 亦 即 


| ya (x) ~ ехр1258, х] соѕ2лу 


уһ (х) ~ ехр[і2лк, х|зіп2лу 
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这 两 个 偶然 简 并 的 能 带 也 在 图 9.6 中 标 出 . 
C. 在 A 和 B 中 分 别 讨论 的 两 组 简 并 表示 间 有 相 容 性 关系 
Г, Ai@GA,，, 剩 下 的 是 PFA, Г, АД. 
正方 晶 格 的 相 容 性 关系 列 在 表 9.9 中 , 读 时 请 参考 表 9.8 和 上 节 讨论 . 
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(2) 三 维 简单 立方 晶 格 的 能 带 

其 第 一 布 里 渊 区 及 其 中 限制 区 TXMR 四 面体 见 图 92。 有 
关 符号 及 各 点 的 点 群 P (k, ) 等 见 表 92。 空 间 群 的 点 群 为 0, ,其 
阶 数 h=48。 沿 着 TX 和 TR 直到 (0) =3( 姑 /2Ma) 的 自由 电子 
能 带 示 于 图 9.7 中 。 相 容 性 关系 列 于 表 9.10 中 。 有 关 说 明 类 似 于 
(1 )。 注 意 关 于 群 0, 不 可 约 表示 采用 的 是 习惯 的 B-S-W 符号 ， 
见 附录 工 

注意 两 点 : 

A. 在 自由 电子 近似 下 ,在 特殊 点 及 线 上 能 级 的 简 并 度 非常 
高 。 例如 ,在 立方 晶 格 工 点 上 ,s (0) =2422Md) 处 简 并 度 高 达 
12, 远 远 超过 立方 点 群 一 个 不 可 约 表示 可 有 的 简 并 度 。 它 是 由 十 
二 个 <110> 型 的 高 对 应 的 Wr 区) 形成 的 表示 (Г, Tw+Tws+ 
T+ 了 )。 这 种 偶然 简 并 是 自由 电子 近似 即 У.(х) = const 所 造 
成 的 ， 这 种 情况 在 正方 品格 中 也 有 . 
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AIA22A3(6) 
ХїАЗ(3) 


Г1Г12Г15Г 25 


0.0 一 ~ 
К Г Fi 一 一 下 x 
ЁЧ 9.7 МЭ. ов нр ВЕ 有 LN 机 TR 直到 se=3. 


在 工 和 沿 着 A 和 和 的 能 带 也 示 出 ,每 个 能 带 的 简 并 度 是 括号 内 的 数字 


B .在 这 种 近似 下 ,具有 相同 对 称 性 的 能 带 可 以 交叉 。 例 如 在 
e (k) = е ) (和 2Maz) А А, 的 交叉 ,一 个 A 对 应 的 n= 


(100), 另 一 个 A, 存在 于 n= (110), (110)， (101), (101) 四 个 平 
面 波 给 出 的 表示 (Al+A;+A;) 中 。 交 叉 点 对 应 的 大 = (1/4,0 ,0)。 
这 也 是 由 VX)=0 的 近似 引进 的 偶然 简 并 , 这 种 情况 在 正方 品格 
中 也 有 。 : 
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表 9.10 简单 立方 晶 格 的 相 穿 性 关系 ， 


所 以 ,完全 的 自由 电子 近似 只 是 一 个 零 级 近似 。 实 际 上 ,只 有 
碱 金属 的 能 带 比较 接近 于 它 . 

2. 周期 势 v (X) 引 人 的 影响 

当 平 均 势 不 是 恒定 的 ,而 是 周期 性 的 势 时 ,上 述 零 级 近似 平面 
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ЇЁ (9.68) ЗГ 5-2 5 ОЛЕ ЕЗУС КН 0008, НЕ 
限于 第 一 布 里 渊 区 ,而 及 则 取 遍 全 部 倒 格 矢 集合 ,因为 , 比较 式 
(9.61). (9.28 ) 和 (9.29 ) 知 ,周期 函数 v (х) 0 的 布 洛 赫 函数 ， 
即 平移 群 个 恒 等 表 示 的 基 (这 正 说 明 平移 群 是 晶 格 的 哈密 顿 对 称 
群 的 子 群 ), 因 而 它 只 能 混合 同一 但 倒 格 失色 不 同 的 平面 波 : 


и) = У с, Ф) exp[i (+ 记 ) + э) (9.69) 


与 此 同时 ,v &) 自 身 亦 可 作为 上 =0 的 函数 而 展开 : 


(х) = Vexplih, >] (9.70) 
其 中 v= Цан хиба (9.71) 
(66) [p= (р,,р,,р,),р 是 整数 ] 


是 侍 氏 系数 ,不 难 由 给 定 的 v (xX) 求 出 。 将 式 (9.69) 和 (9.70) 代 入 
式 (9.62) 中 ,整理 得 到 : 


У, (12200) е 00)с, Ф) + Vc,, © 6" ехр( (4-8, = 


其 中 ,a? 6 ) 为 零 级 能 量 式 (9.66)。 因 为 上 不 同 的 平面 波 各 自 独立 ， 
故 对 任何 n 有 : 


[2 0) е Kk), 6) + EVe, ,KR)=0 | (9.72) 


对 于 特定 的 庆 , 易 见 系数 @ 芝 ) 和 能 量 。 估 ) 可 由 此 联 立 方程 及 归 
一 化 条 件 解 出 。 即 :系数 行列 式 为 零 的 条 件 给 出 求解 能 量 的 久 期 
方程 ; 对 于 解 出 的 每 个 能 量 * (Е), 代 回 方程 求 出 相应 的 系数 
с 伏 )。 由 于 求 s 做) 已 用 去 一 个 条 件 , 必 须 加 上 归 一 化 条 件 方 能 定 
出 全 部 系数 с, 民 )。 下 面 讨论 两 方面 : | 245 
(ЭЖ УГ (9.72): 4% (9.71) 4 р-ОВ Р, 是 平均 加， 可 令 
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28. ЇЇ, 5 (9.69 ) 中 的 求 和 和 (9.70) 中 的 求 和 p 都 可 以 只 取 
有 限 项 例如 简单 立方 品格 的 加 按 其 长 度 可 分 成 «000» 型 的 
一 个 一 组 , «100» 型 的 六 个 一 组 , <110> 型 的 十 二 个 一 组 等 。 
每 组 对 应 s0(0) 分 别 为 0,1,2 个 单位 (人 P/2M), 组 内 各 倒 格 矢 间 
通过 立方 对 称 操作 相 联 系 , 所 以 求 和 时 要 整 组 的 取 会 。 当 然 , 求 
和 包含 的 项 数 愈 多 , 解 愈 准确 。 不 过 ,项 愈 多 , 久 期 行列 式 维度 愈 
大 ,对 角 化 愈 困难 , 工作 量 也 愈 大 。 

群 论 的 引入 可 以 帮助 降低 久 期 行列 式 的 维度 ,办 法 是 ,在 Ww ) 
的 展 式 (9.69 ) 中 ,用 对 称 化 匹配 的 波 函 数 取代 简单 的 平面 波 作 
为 基 。 例 如 图 9.7 中 所 示 简 单 立 方 晶 格 前 四 组 倒 格 矢 对 应 的 自由 
电子 能 带 ,在 工 点 上 的 能 量 为 0,1,2 ,3 个 单位 ,总 共 涉 及 27 个 平 
面 波 函 外 。 按 空间 群 的 小 表示 约 化 后 ,包含 四 个 下 能 态 。 可 以 先 
用 投影 算 符 方法 (或 视察 法 ) 求 出 能 量 为 0,1,2,3 的 四 个 T, 不 可 
约 表示 基 矢 ( 即 对 称 化 匹配 波 函 )} ,以 它们 作为 基 来 展开 式 (9.69) 
中 的 巡 (X) 和 (9.70) 中 的 FR)。 这 样 只 需 对 角 化 аха ВВЕ ЕН 
阵 就 解 得 四 个 e (CT)) (i= 1,2,3,4)。 也 可 进一步 解 出 对 应 的 波 函 ; 
同样 ,可 求 出 能 量 为 1,2,3 个 单位 的 三 个 下 ,型 不 可 约 表示 基 的 
三 个 分 量 中 的 第 一 个 分 量 基 矢 , 对 角 化 3x3 的 矩阵 即 得 三 个 
gi (1s) (i=1,2,3)。 如 果 只 对 能 量 感 兴趣 , 则 另外 3x 6-1)-6 
个 基 矢 就 可 不 求 了 …。 所 以 , 群 论 的 引入 可 用 较 小 的 能 量 和 矩阵 获 
得 相同 的 解 精度 , 或 用 相同 大 小 的 矩阵 提高 解 的 精度 (展开 中 取 
更 多 的 项 )。 

(2 ) 求 解 方 程 (9.72) 的 结果 在 物理 方面 有 如 下 效应 

A. 在 第 一 布 里 渊 区 的 中 心 和 边界 ,能 级 的 偶然 简 并 被 解除 ， 
一 般 说 ,每 个 能 级 只 由 空间 群 的 一 个 不 可 约 表 示 标 志 ， 这 是 式 
(9.72) 中 非 对 角 元 记 作 用 的 结果 。 例 如 ,作为 能 量 矩 阵 对 角 化 的 
一 牧 阁 你 ,在 准 至 二 级 的 微 护 修正 能 量 项 中 ,分 子 就 是 这 种 非 对 
лур ира ВЕЕ es 优 ) 之 差 ， 由 于 在 
布 里 渊 区 中 心 和 边界 上 ,有 nn 不 同 的 so 优 ) 的 简 并 ,所 以 修正 能 
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量 很 大 ,形成 分 裂 的 能 带 四 。 这 在 一 维 晶体 能 带 的 图 9.5(b ) 中 看 
得 很 清楚 . 

_B. 具 有 相同 对 称 性 的 波 函 杂 化 , 对 应 的 能 带 不 再 交叉 。 因 为 
» (x) 属 全 对 称 表 示 基 , 它 只 能 在 对 称 性 相同 的 基 矢 间 有 非 对 角 
元 。 例如 在 前 述 两 个 E= (1/4,0,0) 的 A 态 的 ,对 称 化 匹配 的 自 
由 电子 波 函 间 , 它 造成 这 两 波 函 的 杂 化 ,同时 消除 交叉 点 的 简 
并 一 一 互相 推 斥 开 。 一 个 这 种 例子 ( 铜 ) 如 图 "9.8 所 示 ， 


=. 紧 束缚 方法 中 的 能 带 


对 于 晶体 中 原子 内 壳 层 等 紧 

Ха 束缚 电子 ,周围 原子 对 它 的 作用 
是 次 要 的 。 因 而 ,从 原子 波 函 数 

出 发 来 结构 空间 群 不 可 约 表示 基 

Xs ”函数 是 比较 容易 获得 准确 解 的 方 


герчи 27 8 法 , 即 无 震 从 完备 的 函数 集中 取 
rs 许多 项 就 能 获得 较 好 的 结果 


х. 定性 的 看 , 设 原子 (或 基 元 ) 

" 有 nm=1,2,3… 的 态 , 则 晶体 中 每 

г. 个 这 种 原子 (或 基 元 ) 都 有 这 些 
， 态 。 在 零 级 近似 下 ,相同 的 态 

г Хх 具有 相同 的 能 量 , 即 能 级 s, 的 简 


图 9.8 铜 没 着 TX 的 能 带 结构 。 并 度 为 单个 原子 该 态 简 并 度 的 N 
ва 。 倍 。 计 及 原子 间 的 ,有 平移 对 称 

性 的 相互 作用 后 ,能 级 s ,分裂 为 N 个 es 优 )。 再 考虑 到 旋转 和 非 
АНАР, О) тда 的 简 并 度 ,但 已 经 成 为 准 连续 分 
布 的 能 带 了 。 相 互 作 用 愈 大 ,带宽 愈 宽 .。 如 图 99 所 示 。 - 

下 面 简 述 这 种 计算 能 带 方法 的 基本 特点 . 

1. 基 3 

(1 ) 设 处 于 原点 的 原子 (或 基 元 ) 有 一 个 态 gi 区 ), 从 它 出 发 可 
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结构 出 如 下 未 归 一 化 的 布 洛 赫 函 数 : 


2 


инээ” 


ЕС 


Ф209) = 2, ехр( + 1 Ф:02-1) (9.73) 


1-0 
=== 


рТ (82у ВАА 
零 开 始 遍及 全 部 日 格 撩 。 将 式 (9.73) 
变形 ,有 : 

ФО) =ехр х] и) 09.74) 
其 中 

и: ынс: К-110:Є-1) (9.75) 


~ 


图 9.9 紧 束 缠 方 法 中 的 能 级 和 能 带 确实 是 平移 周期 函数. 这 里 ,又 是 将 
个 由 广 标志 的 原 胞 中 的 态 p' 们 - 门 换 成 由 N 个 天 标志 的 态 
ФС). 这 就 是 平移 对 称 性 的 作用 . 

(2 ) 晶 体 中 的 电子 态 应 是 空间 群 不 可 约 表示 的 基 。 因 此 , 按 
式 (9.60) ,在 一 般 情况 下 , 式 (9.73 ) 右 端的 态 2: (%) 还 要 化 成 品格 
原 胞 中 各 种 原子 的 诸 原子 态 g,。( 充 ) 的 对 称 化 线性 组 合 , 才能 使 
P(X) 成 为 点 群 P 优 ) 不 可 约 表示 基 ， 

这 里 ,我 们 只 考虑 简单 立方 晶 格 且 基 元 为 单个 原子 的 情况 . 
讨论 由 原子 的 一 个 3 态 ouvC) 和 三 个 p 态 9,(X) 在 第 一 布 里 渊 
区 A 点 上 产生 的 能 级 .由 q(x) 在 A 的 点 群 P 人 K) ( 群 C,) 的 8 
个 元 素 作用 下 的 变换 性 , 易 知 下 列 9p! 和 @ ?分别 给 出 了 一 个 A 表 
示 , 而 [93,94 给 出 了 一 个 A, 表示: 

9 一 3 一 Wo 


-1 
V2 (2 一 Фат) 
ф?= р, = Үг (Ф,/ + Фат) 


一 p= 
(9.76) 
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Ш.Е фб) (=12,3,4) 及 大 = (k,,0,0) 代 人 式 (973) 5 
端 就 得 到 了 空间 群 小 表示 的 四 个 对 称 化 匹配 轨道 
2. 有关 能 量 矩 阵 元 6, sx 的 计算 (以 279) 


(1) Е НУ? (9.77) 

其 中 нё) СӘФ) «ах (978) 
гр) суах (9.79) 

39789984) Н()--8/2М Ӱ+У() (9.80) 


是 晶体 中 的 单 电子 哈密 顿 , 即 式 (9.62 ) 中 的 算 符 。 
将 式 (9.73) 代 入 式 (9.78) 中 ,得 : 


HA= Zep， EN oI) баг 


引入 文生 2 7 人 积分 元 变换 Ж НО) = Н), Ехэ: 


一 - ~ » 


Н? -2 ИРРИИНР Т-ТУ ВС Эф ах” 


тт 


= Хекр[-:. 2 | Ф(Х-рУ АО) oR)d (981) 
上 式 后 一 步 用 PT 一 7 代替 了 了 ”注意 最 后 的 和 式 中 每 项 都 和 
无 关 。 

НЖ 1 Уехр- е рф руф" Gd (980) 


т> 


将 式 (9.81) (9.82) ХА (9.77) 9,1821: 
ЗЭХ – • рН, р) /Уехрі – • р, (р) 09.83) 
Ф т | 
其 中 Н,Ф)-Їр(Х-9ЭУ НСОд! (ах (9.84) 
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1,0) =1ф'0-)%'С)ағ (985) 


注意 式 (98338055 8058 5ЭВ ТОКЕ 2. Н.С 1,0) 
都 是 涉及 (相距 晶 格 矢 了 的 ) 两 原子 的 积分 元 。 
(2) 引 入 原子 势 V(X) 作 为 v (%) 的 零 级 近似 


将 式 (9.80 ) 改 写成 

н) = -F/M + VG) +00 6) –У,()] (9.86) 
其 中 以 x) 是 自由 原子 中 心 势 .满足 

|-8/2М Угьү,б0)6:6) = 69" 8) (987) 


这 里 ,se = 8、 „80 6) = 60 == 6, ЖОЕ АЈ 自由 原子 态 能 ， 
则 式 (9.84 ) 变 成 

HD) -Їфр(2-РУ [er to &) ДЕЗ) фі )ах 
П (9.83 ) 成 为 


а 2+ [еко - Йу) ГУ ехрі й. дО) | (9.88) 


其 中 У/0)-1Ф(3-9) 15 б) VG) od (9.89) 


式 (9.88 ) 右 端 第 二 项 是 周围 原子 作用 的 影响 。 它 依赖 于 关 ， 
而 且 是 使 ?扩展 为 能 带 s 伏 ) 的 基本 的 作用 项 : 对 于 很 内 层 的 原 
子 实 态 , 例如 i=1 的 1s 态 , 在 较 好 的 近似 下 可 以 略 去 了 #0 的 
项 ， 这 时 对 6/ КИВТЕЖИ, (0)/1;(0)= (0) 是 一 项 常数 ,不 依赖 
于 ,因而 带宽 为 零 ;对 于 不 太 深 的 态 ,例如 i=2,3,4 的 np 态 ,最 
少 要 计算 了 = «100» 型 的 最 近邻 六 个 原子 的 作用 。 例 如 ,车 路 去 
式 (9.88 ) 分 母 上 六 #0 的 项 , 则 %4 3) 态 的 能 量 对 角 元 


8 二 区 (000) +20, (100) [соѕ2лк, + cos2nk,+ cos2rck] 
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从 而 є,2=е°+У, (000 )+2 У, (100 )[соѕ2лк, + 2] 等 。 
为 了 实际 计算 (ФОАТ е 36, 24181383 0 (х) Е 
函数 形式 . т ШЭМӨЯ Е У, 方 或 更 局 域 的 势 的 


和 等 等 ,涉及 许多 关于 式 (9.88 тэртээ” 性 方面 的 考虑 。 

3. 轨道 的 杂 化 | 

在 只 计 及 如 式 (9.76) 所 示 的 一 个 ns 和 三 个 пр 原子 态 的 近似 
范围 内 ,当天 取 为 A 点 时 ， өг 92:17 Л, 能 级 的 值 (A;)。 但 
这 里 的 两 个 A, 能 级 sr A) 和 ex (4,) 就 必须 是 以 OR (x Ge) 和 ФО) 
为 基 的 2x2 矩阵 的 本 征 值 ， 此 甜 阵 对 角 元 为 ер, ЮЖ 
零 的 非 对 角 元 由 将 造成 两 轨道 фе Cx) 和 gp#(X) 的 杂 化 (或 即 
9'C) 和 pp?) 的 杂 化 ), 并 使 两 能 量 有 曲线 名 ) 和 a2 (41) 互 斥 ,如 
图 9.10 所 示 。 


Г. 


图 9.10 Кх 815 和 p 类 原子 态 的 紧 束 缚 能 带 


第 五 节 非 点 式 空间 群 的 表示 
如 第 三 节 所 述 , 当 群 505) ЗЕКЕН ЕРЭН БН 
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上 时 . 式 (9.55) 不 能 作为 群 8 人 ) 的 允许 表示 一 空间 群 8 的 小 
表示 。 因 而 ,需要 用 另外 方法 。 本 节 即 讨论 此 方法 , 并举 一 例 和 
. 第 三 节 的 例子 对 照 。 
一 .天 在 布 里 渊 区 表面 上 时 , 非 点 式 波 矢 群 S(k) 的 允许 表示 
_ 求 这 种 表示 的 方法 之 一 是 这 里 要 介绍 的 C.Herring 的 商 群 
5 (к) (2786, 从 平移 群 他 中 选择 那些 平移 量 为 天 的 操作 Т0,). 
НЭВТ 满足 : 
ехрійк • 1] =1 (9.90) 
或 大. 下 = 整数 хол (9.91) 
显然 它们 的 集合 ( 设 有 N// 个 元 素 ) 是 群 万 的 不 变 子 群 , 也 是 群 
S 人 k) 的 不 变 子 群 [ 参考 式 (9.44) 并 注意 下 ,三 到 = 乱世 ] , 记 为 
群 从 。 于 是 有 商 群 ( 阶 为 ) 
тў ВАТ). Т0), Т) (9.92) 
其 中 1-0 , 174)-8Ё. (9.93) 
也 有 yf 阶 商 群 [ 比较 式 (9.34)] 
8Фү7:-Т4ЕТ(Э--74)40,2524:806.8))-74:68.37: 
70508, 831 | 
-Т4-70360,.2-) 6-12-12) (994) 


(1) 可 以 证 明 :车 在 商 群 S(k)/ 三 的 不 可 约 表示 Г (80) /TE 
中 代表 第 (i,n) 个 元 素 ( 陪 集 ) Tx(1)5 (, „Б.н Г(Т Т) 
008,001. ИЕ ИЕ ЧЕХИИ 
个 元 素 他 人) 人 个) 了 (及 ， Р,)0, 4 N/1 个 不 同 的 取 值 ) 的 表示 : 

5785089:(871(39:3) 3:5::4(071(3131 (995) 
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2 
ын 

А 
ИЧ 
е 
&, 
лэ 
2 
їр 
л, 
ВА, 
2 
сэ 
м. 
зэ, 
Ы 


= гт, +р, 900,58, Вр. )] 


推导 中 应 用 了 群 Т В БО) ЖА Е Тое 128056 Ж. 
又 , (9.95 ) 的 左 端 给 出 


НЭР рр (КЕ) 1, 整数 x2x (9.96) 


Ор ) 属 于 群 你 。 这 就 证 明了 乘法 关系 的 对 应 。 
(2) 可 证 这 种 表示 作为 群 SK) 的 表示 是 不 可 约 的 ， 
< 证 明 > 
因 工 是 群 (К) 到 的 不 可 约 表 示 , 故 


Уре у= ЗО) УТ 


从 而 三 oF=N/f ziwP=Ny= ВЕБ) Т 得 证 . (上 两 式 中 
的 工分 别 是 对 群 SK) /三 和 群 S 优 ) 所 有 元 素 的 求 和 ,参见 式 
(2.55). 

(3) 作 为 空间 群 8 的 小 表示 , 群 SG) 的 允许 表示 对 平移 了 工人 
应 给 出 对 应 这 个 大 的 表示 exp[ 一 - 11. 由 于 式 (9.92) 5 (9.91), 
即 要 求 对 平移 休 站 = 全 ()T 人 (从) 给 出 表示 


Di 人 由 = рт) 70) =exp[ 一 并: 请 (997) 
НТ =н О) А ЙЕ 7 ехр[- ок • Ш 
后 者 可 以 满足 式 (9.90), 但 不 能 请 足 式 997). 
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ВЕБ 人) 的 不 变 子 群 农 在 商 群 (0)/ тено эл (9.95) н й 
位 矩阵 所 表示 。 群 SK) 的 所 有 人 允许 表示 Di 都 可 以 在 式 (9.97 ) 
的 限制 下 这 样 由 商 群 ОЕ) Те (Е ) 不 可 约 表示 工 得 到 。 


=. 二 维 正方 非 点 式 空间 群 C。 的 不 可 约 表 示 


т “к п п, ЮК (|-0)-080-40ЕР 型 晶 
格 单 胞 ( 即 晶 格 原 胞 ), 如 图 9.11 所 示 。 它 含有 一 个 (由 分 别处 于 
原点 和 面 心 的 两 个 相距 为 8= (а, а) /2 的 几何 图 形 构成 的 ) 基 


911 对 称 群 为 C, 的 二 维 正方 P 型 晶 格 单 胞 
元 。 此 品格 具有 C. 空间 群 的 对 称 性 。 该 群 的 商 群 
Ce P= TAG (0,Е),900,2,),000,22),900,22),00,2,), 


2 (8.6,).6 8.3,).8 8.5.) 


-ТХ-400(.839) (i=1,2,.…8) (9.98) 
其 中 操作 27.0, 和 群 Cu 中 的 定义 同 . 
它 同 构 于 群 Cw 的 点 群 | 
С./ Тумб,-С,-(--8--) (=1,2,8) (9.99) 
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这 个 晶 格 的 倒 易 空间 点 阵 原 胞 , 即 第 一 布 里 渊 区 ,和 图 915 
全 一 样 。 现 讨论 限制 区 TXM 内 各 代表 点 对 应 的 群 Ci 的 表示 : 

1 点 工大 =0 

Жо) СЕД. 

жж 056,.8)-01 (Ё) =ехр ~i0 + IT, 6) 

=Г, (Ё) (4=1,2,:-5;1=1,2,:-:8) 

ЖФ.Гг, НАВС, C 的 不 可 约 表示 。 表 示 和 矩阵 和 第 三 节 例 中 
的 表 94 一 样 ,但 这 些 矩 阵 所 表示 的 群 元 并 不 完全 相同 一 表 9.4 
中 的 四 个 500, 5) 要 换 为 9(B,)，。 

2. 点 M:k= (1/2,1/ 2) 

ЕС) С2 重合 ,但 如 点 在 布 里 渊 区 顶 皮 上 。 

жыт гаг 12, ЙЕ 36 (9.90) 10,441) - 偶 的 N/2 
个 1 , 另 М/21:0,41,)- 奇 的 说 ,属于 陪 集 Т.Д(С),ЗН1, ар 
(+1) =1 А, И 1,-1,1,-0. З, Й ТУТ: 
的 阶 /=2 , 商 群 
Ce Tr= Te{ FOG Ё,8,)--) (=1,2;n=1,2,.8) 0100) 

-04Ё.29) (m=1,2,…16, 参 见 表 9.11) (9.101) 
Н С 个 元 素 的 乘法 表 ( 略 ) 可 知 这 16 个 元 素 分 成 如 下 十 类 : 
Е; В; В; Ёс PP; Ё,,Ё,: 
Ё,,Е,: Ё,,Ё,: P,P ; F,, FP,, 


因而 , 群 CY Ts 有 10 个 不 可 约 表示 :8 个 一 维和 2 个 二 维 的 。 但 
条 件 (9.97) 排 除了 一 半 四 ,只 有 4 个 一 维和 1 个 二 维 的 表示 是 允许 
的 ,如 表 9.11 所 示 。 在 这 些 表示 中 , 抬 , 8, 的 表示 正好 反 号 ， 
因为 式 (9.97) 给 出 的 exp[ 一 这 。 Т] =ехр – і = – 1. 
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表 9.11 群 Cu 在 点 M ВЕ 500) таат 


这 里 的 商 群 SU )/ 信 = СОТ ЮИ Е уу 8х2=16, 从 它 

的 允许 不 可 约 表示 可 写 出 yN=8N 88 38 505) = Cu 的 多 

许 不 可 约 表示 Du 个 0)9 6, ЁО) ,这 时 我 们 将 N/2 个 Di[ 了 (GD] 
和 N/2 个 04709703) = D,[ 全 (1D, [全 他 四 分 为 两 栏 列 出 ， 

另 7 个 g 人 ,六 ) 的 表示 分 为 七 栏 列 出 ,如 表 912 所 示 。 其 中 , 由 式 
(9.93), ?CE )=?@ Т ) 由 单位 矩阵 表示 ,如 式 (9.90) 所 要 求 。 
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据 此 表 及 式 (9.94), 群 5 代 ) 所 有 8N 个 元 素 的 表示 矩 阵 都 可 得 
到 。 我 们 看 到 , 它 和 第 三 节 例 中 的 情形 很 不 相同 ， 
3. 一 般 点 := (k,,,) 


表 9.12 群 C. 在 点 M 的 不 可 约 表 示 
元 | ~ > > > ~ 
ep he lh rh 
四 
中 下 
Т | oo sh ,of ol ol, ,| 
这 里 点 群 P(E)=C,={E}, 6101 85:38 505) =Т. НУТ 
在 布 里 渊 区 内 , 故 小 表示 和 第 三 节 例 一 样 : 


Du (&， PD) =exp[—ik: 9 
但 空间 群 C2 在 一 般 点 的 不 可 约 表示 矩阵 DGC, 玉 ) 却 和 Cl 
的 不 同 :虽然 两 者 都 只 有 一 一 种 8x8 的 表示 ,但 j= 5,6,7,8 的 后 四 
列 不 同 ， 因为 在 式 (9.49) 中 8 (1. RR ) 的 t=B 而 不 是 零 ,所 以 
96, 0А) 中 的 xu 一 般 不 同 了 ， 
例如 ,DC@, 琴 ) 虽 还 和 前 例 一 样 ,但 D (0;6,) 已 成 为 
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其 中 Ру=ехр -, (400) 
Р, =ехр – й, • 1—4.) 
4. A 点 :k= (6..0) | 
(,Н8 4-4, 8 к, 24,0, С 四 支 。 因 为 上 在 布 里 浏 区 
内 ,所 以 小 表示 仍 是 和 前 例 一 样 [ 当然 1 要 换 成 《=1 或 (1+B)]: 
А @,p) =expl — і2лк,оа]г, (р) 4-1.2) 


ЗЭР Г, (ЭЛ Р(5)-1Ё,0,1М0ЖЯ 29855.. 

空间 群 Cw 在 A 点 的 不 可 约 表示 的 公式 亦 和 С, 的 一 样 (是 
两 个 4x4 的 表示 ), 因 为 j=1,2,3,4 的 5=0。 例如 р“ (0.2,) 就 完 
全 相同 ,但 现在 没有 р^ (0,0), 8 Е 5 р“ (В,0.)Т. 

5.5 8:84-(5,.8,) 

完全 类 似 于 A 点 的 情况 ,只 是 用 0, 替换 5 。 

6. Z 点 := (12,6) 

因为 Z 点 在 边界 面 上 ,其 表示 和 第 三 节 例 不 同 . 

群 从 元 素 个) 的 坟 = (1 , 1) 满足 


(1/2) 4-5, 整数 
МО трон А, 值 确定 . 
Ю 8(5)-115156(8.5:)) (9.102) 


即 ?=2 。 现 求 商 群 8 )/ 鹤 的 允许 不 可 约 表示 Г: 

(1) 可 证 它们 的 维度 v 都 是 1 . 

< 证 > 由 式 (9.92)、 (9.95) 和 (9.102) 可 见 ,在 商 群 83 人 )/ Тс 
的 yf=2/ 个 元 过 中 ,有 /个 是 商 群 从/ ТЕЕ. ИОЛЕ ВЕ 
5 (下 的 某 个 允许 不 可 约 表示 的 特征 标 x; 满足 的 下 式 对 群 
元 的 求 和 ) 
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хіх р= 27 
中 , 若 只 取 对 群 ПУТЬ ГЖ ТТ (1) (= 1,2-7) ЮЕ ; 
则 由 于 177 00) =усхр[-, 1 因 下 (7T) 是 ， 维 单位 矩阵 ) 
而 有 | у ир 7 vs<27 
从 而 整数 ”v=1 得 证 . 
(2) 注 意 到 

90,&,)`=9 (&,,Е) 

21538 5 (5 ) 的 允许 不 可 约 表示 


-ш А 


р, Ф.Ё) =ехр – 5 = (1) + exp[ – лку] 
就 得 到 | р9.9)) =ехр – лк] 
综合 (1). (02) 有 р. @,9,) = +ехр 一 in 


得 到 的 群 S(K ) 的 不 可 约 表示 如 表 9.13 所 示 。 由 它们 不 难 作 
出 群 Cu 在 Z 点 的 两 个 4x4 表 示 , 此 略 。 


8913 群 Cu 在 点 Z 的 小 群 $ 达 ) 的 允许 不 可 约 表示 


ебу | обв) б.о) 
ТЕТЕ 
| 03 | Coen om) 


7. ХА = (12,0) 
因 X 点 是 边界 上 的 对 应 点 ,其 小 表示 很 不 同 于 前 例 , Тев р 


ТуТ:-ТАТ(0.Т(ф))- TAE, TT))} 
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РТЖ П (1,0),1= 0,0). 
ЖРО.) ={Е,С,,0,,0,); 251815 (ki) 的 基本 操作 为 : 
{g 0,Е),5 0,2,).0(8.6:3.8(8.6:31-1--62:1 (n=1,2,3,4) 
ОЙН 5(59/ = 10-50, (36,571) 
-1:(-0,) (m= 1,2,,.…8) 

由 群 乘法 表 ( 略 ) 可 证 群 8 人 )/ 候 同 构 于 点 群 C。 ,对 应 关系 如 下 : 
500/72 9, 2, 2, р, 2, 2, Ё, б, (代表 元 素 ) 
яс, Бо ао 6, 62 0, о, 


因此 群 SEC)/ 三 的 不 可 约 表示 和 点 群 С, 的 相同 ,有 四 个 1 维 的 
和 1 个 2 维 的 ,如 表 9.4 所 示 。 不 难看 出 ,四 个 1 维 表示 不 能 满足 
式 (9.97) 的 如 下 要 求 : 

Г(0,)-Гүт: 03) --Г(0,))--Г:) 


亦 即 ,对 于 点 群 Cu 的 2 和 天 ,其 表示 Г()--ГҮ(Е) 
所 以 , 仅 一 个 二 维 表示 IT; 是 群 SCk) 的 允许 表示 ,如 表 9.14 所 示 。 
ХКК) 4-2, 对 应 于 下 述 的 群 分 解 : 
С,-Р()-220) 


Х 点 的 小 表示 既然 只 有 一 个 2 维 的 ,空间 群 Ci 在 XX 点 也 就 
只 有 一 个 4x4 的 不 可 约 表示 ( 略 ) 。 


表 9.14 群 Cu 在 点 X 的 小 群 S 伏 ) 的 允许 不 可 约 表示 


第 六 节 ”金刚石 型 晶体 空间 群 O。 的 小 表示 


一 、 晶 胞 和 空间 群 
金刚 石 晶 格 单 胞 如 加 8.19 所 示 , 是 基 元 为 两 碳 原 子 的 面 心 立 
方 单 胞 , 其 单 胞 基 矢 是 互相 垂直 且 等 长 的 :加 = 人 =ijc=a， 因而 
写 于 轴 沿 单 胞 基 矢 的 坐标 系 ( 轴 基 矢 长 度 为 1 而 非 9) 中, 原 胞 基 
хон: 
а,-(0,1,1)а/2 
8:-11,0,1)а/2 (9.103) 
2,-(1,1,0)а/2 


倒 易 点 阵 是 体 心 立方 的 ,其 原 胞 基 矢 [ 按 式 (9.10)] 写 于 上 述 基 矢 
系 中 为 : 


a*=2x(,1,1)/a 
1,*=2л(1,1,1)/а (9.104) 
2*= 2а (1,1,1)/а 


在 倒 点 阵 中 ,由 一 个 取 为 原点 的 阵 点 和 八 个 最 近邻 阵 点 连 线 
的 垂直 平分 面 围 成 一 个 正八 面体 ,而 原点 和 六 个 次 近邻 阵 点 连 线 
的 垂直 平分 面 则 切 去 了 这 个 正八 面体 六 个 顶 角 附 近 区 域 ,以 致 第 
一 布 里 渊 区 为 平 截 八 面体 。 如 图 9.12 所 示 。 

金刚 石 晶体 的 空间 群 是 Fd3m (0,7), 其 国际 表 如 表 89 所 
ж. 从 表 中 一 般 等 效 位 置 和 点 群 Gu= О, 的 结构 可 得 到 商 群 0,7/ 7) 
的 48 个 对 称 操作 {太志 } =9 Ё. А.) 9.15 所 示 。 这 里 有 24 个 
分 数 平移 量 : 


一 411 一 


图 912 面 心 立方 点 阵 的 布 里 渊 区 


= (11,1)a/4= (045 4с)/4- (@,+0,+2,)/4 (= 25,48) 
其 余 1-0) (i=1,…24) (9.105) 

二 , ањами ЕЕЕ (Куе 
示 一 一 空间 群 0, 的 小 表示 : 金刚 石 型 晶体 的 电子 谱 . 声 子 谱 等 
均 是 以 这 些 表示 来 标志 的 ,下 面 逐 点 讨论 并 给 出 表示 特征 标 表 . 

1.8Г:4-0 

ЯВ Р(С)- 群 0; ,小 表示 就 是 点 群 0, 的 不 可 约 表示 , 无需 
任何 变动 。 如 表 9.16 所 示 , 这 和 附录 1 中 的 群 0; 特征 标 表 一 致 ， 
只 是 群 元 符号 略 有 差异 且 群 表示 用 的 是 BSW 符号 (能 带 的 习惯 
标志 符号 ) ,下 同 。 

2А: К=п(А, А, А)/а (0«4«1) 

ДЗО) ЕНЕ 他 的 元 素 乘 以 表 9.15 中 那些 使 (x,y,z) 
互 换 的 操作 {外 |0} 构 成 ,是 点 式 群 。 点 群 P 优 ) 由 这 6 个 外 构成 ,是 
群 C, 。 故 点 人 的 小 表示 据 式 (9.55 ) 由 群 C, 的 不 可 约 表示 工 , 决定 ， 
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гэ 
下 
六 了 十 йн 175 
Ч : 1 і өр) 
1-4 мээн оў +4 Юм 
р? т+ъХх pp 1 | 
T+X pts т+2 те | 
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如 表 9.17 [+ e (ік + 1) 7 ехр(–ік • 1), 18]. 
#916 金刚 石 结构 在 点 T 的 不 可 约 表 示 


3.8.А:К-425(5,0,0)/а. (0<5<1) 

АМВ 80) 是 由 平移 群 他 的 元 素 乘 以 表 9.15 中 那些 负 使 x 
不 变 的 操作 {让 |} 而 构成 。 这 8 个 外 构成 点 群 P(K)= ВЕС, 
87138 473525 41757 故 在 点 A 的 小 表示 中 , 商 群 
(КТЕ ЕА, от A 他， 及 ,) 为 点 群 C, 的 不 可 约 
表示 乘 以 相 因 子 


> 


exp[ – 1 • 2] 二 1 或 exp[ – іл/2] (-038 7) 


从 而 , 线 A 上 的 小 表示 为 表 9.18 所 示 ， 
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ж 9.18 金刚 石 结构 在 线 A 上 的 小 表示 (特征 标 ) 


(адо | (62117) (5471 084130, | 18,103 оо) 


16/20 


" 4. Х:К-2л(1,0,0)/а- (87423312 
(1) 点 XX 的 小 群 S 区 ) 由 平移 群 元 素 乘 以 表 9.15 中 使 x 变 成 
Ех ВЛАДО) (х +a/4) 的 8 个 {RI7) 构 成 . 对 应 
点 群 了 人 K) 为 4 重 轴 沿 义 方向 的 群 Dw= р,хС,=0,х{Ё,1). 
ВРО) ЕАР, ПН ЕЯ БАЛ 


- к= 2л (1,0,0)/а=Е- (2*+4*) 
和 大 等 价 。 由 式 (9.104) 和 (9.105 ) 知 ， 式 (9.56) 因 子 ехр їйл, 由 为 
( 令 令 二 广 ) 
ехр|-17:(88-45)| =exp[ – 2л/2] = 一 1 (9.106) 
所 以 要 用 第 五 节 中 的 方法 求 小 表示 。 | 
” О)ВЖ(82) 5 (9.103) 91,8 817-1,4-12,-12, ВЕЛЛ 
Т 0+1) (9.107) 
ЗӨВ 5 (991) 的 也 就 是 (+ 二 ) 为 偶 的 了 因此 , 式 (9.92) 中 的 陪 
集 代表 元 素 т) (а). 同时 ,由 式 (9.93) 个 (1) =. 
ХВЕ Т/Т /=2, Ё Р(К)И у= 16, 商 群 SKK)/ 7 有 32 
个 代表 元 素 ， 记 Т ТҮ, ) = {EI0}, тай, )= (ЕП), 71, 30 (8, ,Р,) 
= {,18,), ТҮ )9 (В, Р) = (5,8. + 了 而 Ё- 0 = 88 7. 则 此 商 群 
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8 (К)/ Түй 32 个 元 素 如 表 9.19 所 示 。 这 32 个 元 素 分 成 14 Ж, 
这 种 分 类 的 根据 当然 是 群 元 的 乘法 关系 。 例 如: 
{G10} TF Н9,01-411716,77 ) 

而 $ (,1,1)4/4-7-2, 
ви (08 = (ар т а (Т), 和 表 中 将 1 万 } 和 
生 | 关 了 划 成 一 类 相 一 致 。 因 此 , 商 群 S 优 )/ 7 应 有 14 个 不 可 约 
表示 ,如 表 9.19 所 示 。 

(G3) 因 为 { 志 | 让 和 商 群 Se)/ 信 所 有 元 素 对 易 (在 此 群 中 自 成 
一 类 ) 且 {ED?={E|0}， 故 在 所 有 表示 中 , 它 只 能 是 c1= +1, 
这 里 1 为 单位 矩阵 .可 证 : 它 有 10 个 c=1 的 表示 ,和 群 Du 的 表 
示 一 致 ,其 中 全 | 忆 + 六 和 {| 记 } 的 矩阵 相同 ; 男 有 4 个 c= 一 1 的 2 
维 表示 ,其 中 ,这 两 种 矩阵 反 号 ， 只 有 这 后 4 个 表示 是 群 5 估 ) 的 
允许 表示 ,因为 据 式 (9.107), 前 10 个 表示 不 满足 式 (9.97). 

根据 含 32 个 群 元 的 商 群 SK)/ 卫 的 4 个 允许 表示 ,我 们 可 作 
出 含 16N 个 群 元 的 天 小 群 5S 代 ) 的 4 个 允许 表示 , 如 表 9.20 所 
л. НОМУС Ян ЁЭ-ТЭРИЭ ЛАН. 


表 9.20 金刚 石 结构 在 点 X 的 小 表示 (特征 标 ) 


жоло 人 金刚石 结构 在 点 X 的 商 群 (К) :的 不 可 约 表示 (特征 标 ) 


| ta 
(447) 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

2 

2 


(6,173 

1 7+1) 
шахна 
202 
| 
пој 0 
Шатны 
шин 
Шина 
о | 
Шина 
Шагнн 
|| 


16,618, FT DRG, OE Be DA 18, еН (16.7, 16, 11) 1(9, 56,113 


(9:1,4,17) 16, ,16, 7 116,036, 00117116, 1/1 (46,77,16,10) 


А 
5 
5, 

Е] 
«ә ! 
2, 

е сч 
Т Й ! 


сере ЁС. 
Х|ХЇХ|Хх|аХ|Х| Х|Хх|м| | 5» 
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(вокат 
маа 
м, 1 


注意 , 这 4 个 允许 表示 都 是 二 维 的 (不 包括 点 式 群 中 常 有 的 一 
维 恒 等 表 示 )。 因而,X 点 的 能 级 最 少 是 两 度 简 并 的 。 其 原因 是 
基 元 中 两 原子 相同 ,因而 某 些 对 称 操作 中 含有 分 数 平移 厂 

5. 点 工 :K=r(l,11)/a= (人 * 十 言 * 十 言 *)12 

和 点 义 的 情况 类 似 。 点 群 P 区 ) 为 Du= D,xc。 用 类 似 方法 
得 到 的 结果 列 于 表 921。 其 中 , 群 元 素 个 (1) 的 平移 和 撩 是 
(+D+D) 为 偶 的 任意 品格 和 撩 。 休 区) 可 选 为 个 二). 


表 9.21 金刚 石 结构 在 点 L 的 小 表示 (特征 标 ) 
Риу 5 199 9400) 9,8,1 587 ) 


ВЕЖ, Е 80(5)/155052Е5:Ж (的 表示 ) 而 言 ,所 得 的 6 
个 表示 和 群 Р. 0 6 个 表示 一 样 。 但 是 ,对 于 含有 了 的 基本 操作 ， 
前 者 并 不 是 从 后 者 乘 以 exp[ – к + Г] 得 到 的 ,因为 


exp[ – ік • Г] =ехр| – 131/4] #1 


三 . 相 容 性 关系 

沿 着 对 称 线 人 线 A 的 波 矢 群 必 为 这 些 线 上 特殊 对 称 点 工 ,L 
或 T,X 的 波 矢 群 的 子 群 。 所 以 ,这 些 线 上 和 点 上 的 不 可 约 表示 
是 相 容 的 ,其 相 容 性 关系 如 表 9.22 тт. 


第 七 节 空间 群 的 双 值 表示 和 旋 轨 分 裂 
当 晶 体 中 电子 的 哈密 顿 量 包括 自 旋 时 ,电子 的 波 函 数 就 必须 
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Ж 92) ”金刚石 结 构 的 相 容 性 关系 
FT IT ги ггг Г, 
线 和 A | A， А А AT+TA A+A А, A A АМА, АЛАЛ 
FT, FF。 г rT ггг Ts г, 
А, A 


ЖА А.+А, АГЕА, АГА, АГА, АГЖАГ Д, +А, AI 二 从 
ЖХ Х, Х, х, х, 

ЖА АЛДАГ АГА, А, А, 
点 L ятга? 

线 人 АА A, A, A, A 


1 2 了 1 2 3 


包括 自 旋 ,反映 出 对 自 旋 的 依赖 性 。 为 此 ,如 第 四 章 第 一 节 所 述 ， 
我 们 可 引入 双 值 群 概念 ,并 用 它 的 新 增 表示 ( 双 值 表示 ) 来 分 类 电 
子 态 。 

本 节 简 述 双 值 空间 群 及 其 表示 , 能 级 的 旋 轨 耦合 分 裂 ,并举 金 
刚 石 型 晶体 的 一 些 例子 。 


一 双 值 空间 群 及 其 表示 


1. 双 值 平移 群 及 其 表示 : . А 
引入 代表 2x 转动 但 不 等 于 恒 元 ЕЯ Е, т 
都 是 对 易 的 。 存 在 二 阶 群 C*= (Е.Е), 双 值 平移 群 Те 是 直 乘 群 


T= TXC* (9.108) 
Ж С;* 只 有 二 个 1 维 不 可 约 表示 DD 和 DD“ 
D(E)=1 {ёт 


| р)=--1 奇 表示 
因而 ， ГЕ, 的 不 可 约 表示 也 分 两 类 : 
ВФ, В) =ехр- = р®(, Ё) 
х) 全 > > - 253 А (9.109 ) 
р Ю(,Е) = –ехр ік • --079(0,Е) 
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表示 D 古称 为 新 增 ( 双 值 ) 表 示 , 它 也 是 一 维 的 , 且 
р'®(/В)р®(,В)=ре(+ЕТ, ВЕ) = -ехр(-8 (0317) 
=р'®(+7', ВЕ) 
说 明 Ё1-Ё1-1 (9.110) 
半 奇 数 自 旋 的 电子 态 只 能 按 D ?分 类 ， 
2. 双 值 空间 群 及 其 表示 : 
类 似 的 扩充 可 得 到 双 值 空间 群 S*, 它 的 商 群 : 


5*/7%= 7090 ,Е).00,Е), --9@,А,),9(,.&,)) 


其 中 Ё-5Е (9111) 
双 值 空间 群 中 的 乘法 规则 是 ， 
0С,Кэё(С,8Ё Э-0(8ї -Т7,8КЭ” 


2 和 9.112 
0.) '=9(- Ёт, К!) 
注意 其 中 转动 部 份 的 乘积 遵循 双 值 群 乘法 规则 ,但 有 关 的 平移 矢 
量 却 是 被 简单 群 规 则 所 决定 , 因为 有 式 (9.111) (9.110). 

类 似 于 在 双 值 点 群 中 的 做 法 ,可 以 得 到 双 值 空间 群 的 表 未 , 包 
括 个 数 和 维度 一 般 都 不 同 于 原 简单 群 表示 的 一 些 双 值 表示 。 在 
双 值 表示 中 ,9 0 五) 比 少 0 , 巨 ) 的 表示 和 抢 阵 多 一 个 负 号 ， 半 奇数 
自 旋 的 电子 态 只 能 按 新 增 表 示 分 类 。 

ний 能 级 的 旋 轨 耦合 分 裂 

-将 前 述 简单 空间 群 的 不 可 约 表示 和 自 旋 函 数 为 基 的 р’ 表示 
直 乘 ,再 按 双 值 空间 群 的 不 可 约 表 示 约 化 ,就 得 到 旋 轨 耦合 态 的 
正确 分 类 和 标志 。 在 哈密 顿 量 包 括 旋 轨 看 合 能 等 依赖 自 旋 的 项 
时 ,与 双 值 空间 群 不 同 的 不 可 约 表示 对 应 的 能 级 一 般 是 不 同 的 ， 
反映 出 了 能 级 的 旋 轨 分 裂 等 。 
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约 化 的 办 法 是 第 二 章 中 讲 的 直 乘 表示 约 化 的 办 法 。 这 里 , 下 
述 关 系 是 很 有 用 的 :对 于 任何 角度 为 х 的 真 或 非 真 旋转 操作 ,DY 
表示 的 特征 标 都 是 2cosx/2, 因为 这 相当 于 式 (3.99 ) 中 的 j= 1/2, 
且 电 子 的 内 豪 字 称 为 偶 。 

=. 金刚 石 型 晶体 的 双 值 表示 (对 照 前 节 ) 

1. 点 下 : 双 值 小 表示 即 双 值 点 群 Oi* 的 新 增 不 可 约 表示 ,如 表 
9.23 所 示 。 这 就 是 第 六 章 第 五 节 双 值 群 0* 双 值 表示 的 简单 扩充 
(和 群 C, 直 乘 ). | | 

ж 923 金刚 石 结构 在 点 T 的 双 值 点 群 0.* 的 附加 不 可 约 表示 (特征 标 } 
Е fe  «“ «Ер нм ре 
а 1 al sho ШИН 
ЄмР|ЇЭ МЛ ЦЭГ ЭГ Мял Эн 
1 |4 | өфөгө0 рч 1414 ооо 
2 |200 Зо Ши ШШ"НОЦН 
1120 1лу 03131215 yaa ll 1 
1415 10914161 511 31314 19161613 


2. 点 人 A: 双 值 小 表示 由 双 值 点 群 C,* 的 新 增 不 可 约 表示 决定 ， 
如 表 9.24 所 示 。 


表 9.24 金刚 石 结构 在 线 和 A 上 的 双 值 小 表示 (特征 标 ) 


3. 点 A: 双 值 小 表示 为 双 值 点 群 C* 的 新 增 不 可 约 表 示 乘 以 
相 因 子 1 或 exp[ – ідл/2], 3038 9.25 жк. 
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Ж 925 金刚 石 结 梅 在 线 ^ 上 的 汉 值 小 表示 (特征 标 ) 


16. .18,46.. (1... 
} рр) 5.01 


4.35 Х 

引信 群 SK) /全 的 双 值 群 , 它 是 以 {EI0} 和 {EI0} 乘 商 群 
8 (к) /下 而 得 到 的 ， 因而 有 人 4 个 元 素 , 共 分 为 16 类 , 其 中 {EI0)， 
1 ЁО), {Е}, (Е НӨ А 一 类 。 新 增 的 两 个 不 可 约 表示 的 维度 
平方 和 应 等 于 新 增 的 元 素 个 数 32 。 故 均 是 4 维 的 (42+42= 32), 
记 为 X 和 Xe。 其 中 仅 和 是 允许 的 双 值 表示 ， 在 这 个 表示 中 ， 
(Ё 0увц он 4, 而 {主人} 和 {1) 的 迹 是 (一 4). 

再 用 前 节 中 类 似 方法 , 可 得 双 值 小 表示 . 

5. 点 工 :用 类 似 于 点 X 的 方法 得 到 双 值 小 表示 如 表 926 所 
示 。 它 和 双 值 点 群 D;* 的 不 可 约 表示 相像 ,类 似 前 节 。 

在 上 述 对 称 点 线 间 的 相 容 关系 如 表 9.27。 

简单 群 不 可 约 表示 的 态 在 计 入 自 旋 后 按 双 值 群 不 可 约 表示 约 
化 的 结果 如 表 9.28 所 示 。 注意 X 点 的 小 表示 不 发 生 能 级 的 旋 轨 
分 裂 


第 八 节 空间 群 不 可 约 表示 和 时 间 反 演 简 并 
孤立 晶体 的 有 关 哈 密 顿 量 不 仅 对 空间 群 对 称 变换 是 不 变 的 ， 
而 且 对 时 间 反 演变 换 下 也 是 不 变 的 。 本 节 讨 论 在 这 种 系统 中 了 个 


所 引入 的 附加 简 并 。 它 们 是 第 四 章 第 六 节 的 原则 在 晶体 态 中 的 
体现 . 


一 、 平移 子 群 不 可 约 表示 间 的 时 间 反 演 简 并 
1. 无 自 旋 (或 整数 自 旋 ) 系 统 
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表 926 人 金刚石 结 构 在 点 的 双 值 小 表示 (特征 标 ) 
{16,,0) 
{16,.10} 
{16.01 


(5.47) 
(617) 
шинжиж 


{15,,0} 
(16,101 
(15,0) 


(941) 
4847) 
(6,273 


表 9.28 人 金刚石 结 构 轨 道 自 旋 直 乘 表示 的 约 化 


Гг; г г. г Г Г/ Е/ 
та а т 
| TxD Гы ГУ Гү T+T, : 
А, А А A 
1 和 xD42 А, А, А.+А,+А, 
А, А, А А, АГ 4, 
АХР“Э| A А.А, А ААА. 
Х, х Х, Х, Х, 
7) (172) » ГА ғ 
Х,хр ХХХ, Х, 
| 1 LIL’ 1; І І. 
хр" | гг LL 也 十 三 十 也 І 


其 不 可 约 表示 exp[~ik .7] (90) мЕ Е  ЕЛЭЖ 
ехр[і +7). сакат линь. 故 引入 附加 简 关 : 


EK)=E(—k) (k#0) (9.113) 
当 K= 0 时 二 者 重合 ,为 实 表示 , 属 情况 a, 按 表 4.1, 无 简 并 .图 
9.13 @ ) 示 出 上 述 情况 。 这 里 有 
(08/0 %№.,=0 


2. 半 奇 数 自 旋 系 统 | 

由 式 (9.109) 可 见 , 双 值 平移 群 T* 的 新 增 表示 р "9 (Ёо) Ж 
аЗ, 属 情况 b ,因而 也 有 式 (9.113 ) 的 附加 简 并 ; 
当 K=0 时 ,二 者 重合 ,是 实 表示 , 属 情况 3 ， 但 由 表 4.1 可 见 ,现在 
有 两 度 简 并 。 因 此 ,不 管 大 为 零 与 否 ,都 有 个 引入 的 二 度 简 并 , 符 
Ф Kramers 定理 。 图 9.13 6C) 示 这 种 情况 ， 并 且 有 : 


(2Е,/ к). + (2Е,/ кугу 0 


913 @b ) 表 示 在 这 种 时 间 反 演 不 变 系 统 的 哈密 顿 中 忽略 自 
旋 有 关 项 时 ( 即 对 自 旋 分 量 的 简 并 未 被 解除 前 ) 的 情况 。 


-404- 


(6) 


К 
/ 


图 9.13 大 = 0 附近 平移 群 不 可 约 表示 的 时 间 反 演 简 并 
(a ) 无 自 旋 粒子 
(b ) 有 自 旋 粒 子 ,不 计 自 旋 有 关 的 作用 项 
(c) 有 自 旋 粒 子 , 计 及 自 旋 有 关 的 作用 项 


空间 群 中 其 它 对 称 操作 还 可 能 引入 其 它 简 并 ,但 不 能 解除 这 
里 的 简 并 。 

二 , 空间 群 不 可 约 表示 的 时 间 反 演 简 并 

131:12:1613123 ТАК е (0) 

空间 群 表 示 А ре ВЕ ЗО) ЗС) Р А 
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约 表示 (作为 小 表示 ) 为 基础 结构 而 来 由 于 大 和 (一 大 ) 不 属 同一 
个 波 矢 星 , 故 这 两 个 表示 不 等 价 , 属 情况 b 。 因 而 ,不 论 计 入 自 旋 
否 , 都 有 时 间 反 演 不 变 所 引入 的 附加 简 并 , 即 式 (9.113)。 现 在 , 它 
表示 优 } 和 { 一 他 的 本 征 值 相 同 。 这 不 是 空间 群 对 称 元 素 所 能 引入 
的 简 并 。 但 就 一 个 给 定 的 大 而 言 ,没有 进一步 的 简 并 存在 ,如 表 
9.29 所 示 。 


表 9.29 在 空间 群 的 给 定居 的 不 可 约 小 表示 间 , 时 间 反 演 引 入 的 附加 简 并 


类 别 | DW рт 关系 | Herring 鉴别 式 | 无 自 旋 粒 子 | 半 奇 数 自 旋 粒 子 


对 给 定 下 та 
无 附加 简 并 | 无 附加 简 并 


对 给 定居 有 
附加 双重 简 并 


АЖЖ | 对 给 定 室 
附加 双重 简 并 | 无 附加 简 并 
(人 ) 设 元 和 (一 大 ) 属 于 同一 波 矢 星 { 大 } 


ЗОН, 简 并 关系 (9.113 ) 已 包含 在 空间 群 对 称 所 要 求 的 简 并 中 ， 
但 时 间 反 演 可 能 对 给 定 的 天 的 本 征 值 引入 新 的 简 并 ,如 表 9.29 所 
示 。 因 为 空间 群 不 可 约 表示 рр р 的 关系 还 决定 于 表示 指 
标 1 , 故 表 中 所 示 时 间 反 演 简 并 的 表现 还 决定 于 4. 

表示 DW 是 由 小 表示 , 即 群 8 伙 ) 的 不 可 约 表示 生成 的 。Her- 
ring 提 出 了 一 种 根据 群 8 (k) 的 不 可 约 表示 Уб, р) ЕВЕ 
Di 属于 表 4.1 中 情形 a.b 或 c 的 方便 检验 法 (证 明 略 中 ) ,如 表 
9.29 所 示 。 这 种 检验 式 中 的 求 和 只 涉及 式 (8.50) 右 端 { } 中 的 天 
个 代表 元 素 5 @G , 遍 ) 的 一 部 份 , 记 为 8 他 ,0 ) 一 -这些 元 素 了 从， 
0 ) 的 转动 部 份 @ 满足 
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0К--1-0 (9.114) 
检验 式 中 的 所 是 万 点 群 РОИ, хс 是 大 小 群 Sk) 的 允许 表示 
D*= р, МЕН. 显然 ,5 @G,0): 在 天 小 群 (К). И, 
验 式 用 起 来 很 方便 ， 


=. 金刚 石 晶体 空间 群 表 示 中 的 时 间 反 演 简 并 


ПЭдГ,ХЯГА( х: . 

无 自 旋 :情形 a ; 半 整 自 旋 :情形 c。 均 无 附加 简 并 ， 

(2) 点 人 的 表示 +A;), 点 LL 的 表示 (12-12) 及 
(LL 十 上 ) :这 些 双 值 表示 都 因 时 间 反 演 不 变 而 成 为 两 度 简 并 的 ， 
属 半 整 自 旋 系统 的 情形 b 。 

(3) 一 般 点 天 的 表示 : 

-满足 式 9.114) 的 8 (4. 0) =9 0, 1) = 17). РОТА 1)’= 
Ре ЕЮ) 50) = 群 全 ,其 小 表示 (0,)=x,(0,E) 
=1 为 点 群 C, 的 阶 。 从 表 9.29 中 看 出 ,这 属 情况 a, 无 简 并 . 

当 计 入 半 整 自 旋 时 ， 因为 了 A= Ё(- 0-1, Оуен 
ж029.0). 8(17Р-(Ён). 这 时 波 矢 群 ТУ 的 新 增 (一 维 ) 表 

жр^(0,Е)=р (0,8) =1, 帮 检 验 式 的 求 和 给 出 2， 为 点 群 Ci* 
ни. 因而 仍 属 情况 a ,但 有 附加 简 并 。 
合 这 里 的 (1)- (3), 加 上 表 9.23 到 表 9.28 等 可 知 : 任何 其 
具有 对 称 操作 了 的 空间 群 , 当 计 及 电子 自 旋 时 ,每 个 大 值 
的 能 量 最 少 是 双重 简 并 的 。 


第 九 节 唱 格 振动 格 波 


晶 格 振动 的 每 个 固有 频率 w 越 相应 声 子 的 能 量 矿 w) 对 应 着 
特定 的 格 波 ,有 如 分 子 振动 的 频率 对 应 着 正则 振动 ,描述 格 波 的 
振动 态 函 数 也 类 似 的 是 相应 的 空间 群 不 可 约 表示 的 基 矢 。 我 们 
将 讨论 格 波 的 对 称 性 问题 ,并 密切 和 分 子 振动 相 联系 和 比较 。 本 
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节 首 先 讨 论 格 波 的 定义 和 人 性质. 
--. 晶 格 振动 的 描述 和 基本 运动 方程 


1. 选任 一 品格 原 胞 的 中 心 为 原点 0, ЕЕ К 2,0, 91 0, 25 
基 矢 作 一 坐标 系 , 则 任 一 原子 的 位 置 


Х(5,1)-3-1 (9.115) 


其 中 了 为 该 原子 所 在 原 胞 的 中 ， шахи, 3 是 起 点 在 相应 诛 胞 中 
心 , 终 点 在 该 原子 处 的 矢量 ， 1 有 N 个 取 值 ， N 是 原 胞 数 ;S 有 n 个 
取 值 ,是 唱 格 康 胞 中 的 原子 数 ， 

同时 ,在 每 个 原子 上 固定 一 个 描述 原子 位 移 的 笛 卡尔 直角 坐 
ЖЖ. 。 ТАЖАТА т, СЕ х= х,у, = г, = = 7, 
= 7 一 大 ) 是 同样 的 : 它们 相互 平行 和 都 是 单位 长 对 应 的 ， 
位 于 (人 + 门 处 原子 的 振动 坐标 记 为 蕊 全 下 门 。 

类 似 于 分 子 振动 中 的 处 理 ， 引用 质量 权重 坐标 4.(S， Т) = Ут, 
Х,6,Ту Ар хааж, зэ 222727 (9.116) 
使 位 于 他 ,六 的 原子 在 4 方向 的 位 移 


4. 6.1) -А,(5-1767-Х,(8, 19, (9.117) 
描述 晶 格 原子 位 移 的 坐标 系 如 图 9.14 所 示 ， 


图 9.14 描述 电 格 原子 位 移 的 坐标 系 
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Тан 3nN КВ т б.ж. 
3nN 个 А, (, 门 可 以 排出 一 列 阵 以 代表 盒 。 在 这 里 ,为 了 简单 ,人 
和 了 既是 矢量 , 又 以 它们 取 值 的 次 序 作为 列 阵 元 素 4. ,了 的 排列 
次 序 。 

2. 类 似 于 式 (2.102), 质 量 加 权 坐 标 4, (8.1, 1 满足 的 运 动 方 


程 是 : 

АЛ» Ур, ТЭА б) =0 (9.118) 

хү? 
其 中 加 权力 常数 矩阵 元 
дұ 
р, (8.55 1) = Сосо 所 有 4 和 0 (9119) 
式 中 7 为 原子 间 相互 作用 总 位 能 : 
7 Ха (р, әд, 6517 (9.120) 


аз 
ШЕТ 


显然 ,这 类 似 方程 (2.106 )。 又 ,类 似 于 式 (2.132), 对 于 晶 格 的 空 
间 群 S 是 变换 不 变 的 。 

二 , 振动 坐标 的 和 傅 氏 变换 

唱 格 振动 问题 是 一 个 3nN 自由 度 的 问题 ,其 中 N 是 非常 大 的 
Ж. 在 前 述 电 子 能 带 的 讨论 中 已 看 到 , N 个 原 胞 体系 的 问题 可 化 
为 一 个 原 胞 对 应 N 个 不 同 大 值 的 问题 . 天 是 波 矢 ,是 空间 群 8 的 
不 变 子 群 平移 群 本 的 不 可 约 表示 的 标志 . 这 里 也 是 这 样 处 理 ， 即 
将 原子 的 任意 位 移 坐 标 4, (5, Туйгехиёс» Л 展开 ( 即 傅 氏 展开 ): 


А, = - 72 Уехр[ік: Па? (5) (9.121) 
Т 
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шин VN У,ехр 一 斌 -六 А, (s,!) (9.122) 


-exp[ 认 .3 -六 Уехр- бҮГДА, б) 09.123) 
Т 


将 式 (9.121 ) 代 人 人 式 (9.118), 根 据 玉 不 同 的 项 的 线性 独立 性 ， 
得 到 ax (Gs) 满足 的 方程 为 : 
ё бл) У р. (б, ах 1)=0 (9.124) 


Xs 


其 中 
рӯ. (#7) = Ур, 48,387 ЛЭвхр 48. TY 0125) 
Тт 


这 里 ,矩阵 [D 导 已 变 成 3nx 3n 维 的 ， 它 实际 是 和 了 无关 的 ,因为 
对 于 任意 1 ,1 在 求 和 之 中 都 将 取 遍 全 部 原 胞 ,而 这 些 原 胞 的 全 体 
作为 中 心 在 1 的 原 胞 的 环境 ,在 周期 边界 条 件 下 是 不 依赖 于 了 
的 。 于 是 , 对 于 给 定 的 天 ,我 们 得 到 一 个 在 维度 上 也 类 似 于 分 子 
振动 的 (2.102) 式 的 问题 . 


三 . 原 胞 的 正则 振动 


1. 类 似 于 式 (2.128) 作为 式 (2.102 ) 的 特 解 ,我 们 现在 寻找 式 
(9.124) 的 如 下 形式 的 特 解 : 


аў (б) =ar (8) + ехр (~iwt) (9.126) 


Яфас) (2128) Ф О, е4, 858. 
326 (9.126) ЖАХ (9.124), 1881: 


2, DG аў )= ога (5) (9.127) 


~ 
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29-56. ОРЖ АЕО ЕЯ, 或 矩阵 [ 灰 ] 对 角 化 的 问题 ， 这 里 
算 符 2 产 在 3n 个 喜 为 基 的 表象 中 的 矩阵 为 [D 相 ,矩阵 元 为 成 (887, 
类 似 于 式 (2132), 在 保持 天 等 价 不 变 的 空间 群 一 波 矢 群 S (К) 
的 元 素 的 诱导 下 , 少 呢 不 变 的 。 

2. 类 似 于 分 子 振动 问题 , 式 (9.127) 有 3n А а С) РУ 
的 频率 ор (п= 1,2," 3н): 
Урі GFN ar о ав (8) (9.127), 
这 是 3n 个 未 知 数 (a=x,y,z;3 取 原 胞 内 nn 个 值 ) 的 联 立方 程 组 ， 
类 似 于 式 (2.108)。 . 
对 于 仅 频 率 为 oe 的 振 模 被 激发 的 情形 ,中 心 在 九 的 原 胞 分 
子 的 位 移 状态 可 用 一 个 3n 维 抽象 空间 的 总 位 移 矢量 ( 格 波 模 ) 


4 40-Ха 6л:,)82- 78 оі: Шуак бэ? 


- үс екр(8 4118: (9428) 
描述 ,其 中 4A, 六 的 表 式 是 由 式 (9.121) 仅 取 动 量 为 证 的 一 项 
而 得 到 的 ,而 品格 原 胞 正则 振 模 ( 又 称 极 化 矢 或 偏振 和 ) 
= Уан (зуй? (9.129) 


> 
5 


对 所 有 原 胞 是 相同 的 ,或 7 0: Ё Т0 的 原 胞 在 频率 为 of 


的 格 波 ( 详 见 后 述 ) 中 的 基本 位 移 态 ， 

显然 ;到 亿 ) 是 一 种 布 洛 赫 函 数 ,是 波 矢 群 S(K) 不 可 约 表示 的 
基 。 因 而 , 借助 于 群 表示 论 , 这 里 的 @ 启 可 写 为 w 记 ,。 其 中 
4=1,2,…/ 表 示 群 S(KR) 不 可 约 表示 的 类 型 ,y=1,2,…a, 用 以 区 
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别 同 种 不 可 约 表示 类 型 的 不 同 表示 。 每 个 от, 对 应 于 n 个 简 并 
的 函数 ам" (5), 了 网 一 12 n,m ажар, 8,) 8328 
度 ， 于 是 , 式 (9.129) 可 改写 成 


Lam) (т= 1,2) (9.1297 


ЖАРА АТ, д, 可 用 群 论 的 投影 算 符 方法 从 一 
БИ ,-0)89 31 个 位 移 基 矢 作出 ,我 们 将 在 下 节 讨 论 具体 做 法 
3. 式 (9.129) 中 的 am) 又 可 看 成 是 将 3n 个 基 矢 玄 变换 为 3n 
个 正则 基 矢 по 的 变换 系数 。 根 据 两 套 基 矢 的 正 交 归 一 性 ,可 知 
аж 人 G) 满 足 类 似 于 式 (2.112) 和 (2.113 ) 的 如 下 么 正 条 件 : 


Хай б)гай (5) =. (9.130) 


Хак б)та (б )=8,.ӧр (9.131) 
类 似 于 式 (2.123) АЕ 1-010 ОН РАИ 526 
两 种 基 中 写 为: 
a 0865, 9132) 
其 中 心 G) 由 式 (9.122) 所 定义 0 为 对 应 振 模 总 ,的 正则 坐标 ， 
代表 这 种 振 模 被 激发 的 程度 , 它 和 aRG) 的 关系 是 : 
ої -Ee Oa бу . (9.133) 


这 和 式 (2.120 ) 相 类 似 。 加 入 时 间 因 子 后 ,注意 到 式 (9.126) 有 : 
ОР) = У, ав 8,1)а(5)*=0Жехр [іо 09134) 


它 和 式 (2.128 ) —#. 
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利用 式 (9.131), 式 (9.133 ) 的 道 为 : 
(0) Уа бо? (9135) 


它 和 式 (2.121 ) 相 对 应 ， | 
Д. 格 波 : 在 一 般 振动 态 中 , 位 于 G+ 门 的 原子 在 方向 上 的 
振动 坐标 


~ 25 1 一 一 一 、 
X11t)= A, ,Tm = VN Dexp[lik “1] а 6,1) 
5 Мт, - 


Суут 50, а (8 )ехр[і 7 о)] (9.136) 
т 二 


з Ки 


2» 
к 


如 果 初 始 条 件 仅 使 一 种 Q7 不 为 零 , 则 仅 一 种 频率 为 we УЕ 
的 波 


Х,а) Тус Ха (8)ехрі (7 ор) 
т, 


ЕВН НЕК С НИ И, Е — КЕР, 
隔 Ai 的 两 原 胞 中 对 应 原子 的 振动 方式 相同 , 但 相位 始终 相差 
全 .A 门 ,各 原 胞 中 位 于 含 位 置 的 原子 在 方向 的 振幅 正比 于 
ak 人 @), 因 而 它 决定 这 种 格 波 中 各 种 原子 的 振动 方式 , 即 通过 式 
(9.12 9) ЕН то. 由 于 通常 原子 上 的 a 轴 沿 着 或 
垂直 于 某 些 特殊 的 大 方向 , 故 很 容易 由 aw@) 讨 论 原 子 在 这 些 振 
模 记 中 的 纵 振动 和 横 振动 情况 。 一 般 情 况 下 , 唱 格 的 振动 是 各 
种 格 波 的 选 加 。 


第 十 节 ” 格 波 模 一 一 品格 振动 按 波 矢 群 
表示 的 约 化 
本 节 讨 论 一 个 给 定 的 晶体 有 哪些 格 波 模 。 也 就 是 说 ,对 于 第 
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АЕ Л. Е А ЗЕ Е  йс,З 
ЖАЖил АЖИЛ. 最 后 举 一 个 二 维 草 格 (空间 群 С) 的 
例子 ， 


一 , 基 矢 4 СУГ, 


因为 是 要 求 给 定 天 值 的 格 波 模 ,所 以 ,作为 出 发 点 ,首先 应 结 
构 对 应 这 个 下 值 的 .具有 布 洛 赫 矢量 性 质 的 位 移 基 和 的 集合 ,并 且 
这 个 集合 只 需 包括 中 ， М ВЕТ, 的 一 个 唱 格 原 胞 内 所 有 nn 个 原 
子 的 位 移 基 矢 。 例 如 :作为 式 (9.117 ) 特 例 的 
ТЄЛЭ63-ехр • (288363 (9.137) 

{a=x,y,2;3 取 原 胞 内 xn 个 值 ) 
就 是 符合 这 些 要 求 的 基 矢 集合 ,因为 指数 因子 在 了 人) 作用 下 给 出 
表示 因子 exp[ 一 + 1, їе? ЛЕ ТОНЕВ ВЖЕ 
02°), ВЕС 9.197 УРО Ий схр Ё- (+ = 4 1), 
{5 (9.122) 4, б 从, 门 ,可 看 出 : 


aiG) ~ explik + 5] (9.138) 


它 是 一 种 特别 简单 的 аг 107 因为 我 们 将 一 般 的 А, ,7) 取 为 给 
ЖАЮ А (8,7) = ехц ЁС» (+3)]， 、 
ТЕХ 8 (801888 5(2)/ Тэв0 8: 522 0 (8.2) (其 中 他 


为 分 数 平 移 ) 作 用 下 ,作为 原子 位 置 函 数 的 位 移 基 矢 集合 变化 如 下 : 


АМб,Л,)--ехрүй«(453) == схрїйс-1870,53)-28) 


ФЛ ,) = А 


=ехрй +1) хех 8 6-8) 
=ехр[ік • 人 + 全 exp[ 永 ， 7 1 (9.139 ) 


一 > 


这 里 引 人 了 信和 1 使 576-8)-3131/ (9.140) 
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其 中 3 侣 能 等 于 六 ,也 可 能 是 原 胞 中 某 个 同 种 原子 的 位 矢 ; 可 以 
是 零 , 也 可 以 是 相 邻 原 胞 和 所 讨论 原 胞 的 中 心 位 置 之 差 ， 


如 ны д. „Р,) гое 82-36 "К, (в?) (9.141) 


АО) ВА 所! 的 自 表示 (三维) 矩阵 , Не А 
量 ,在 转动 p-! 中 会 改变 方向 
综合 (9.139) 和 (9.141 ) 得 : 


598, 745 8Л0-схр • пуа: WR (8:1) 
(9.142) 


Е 0) вожда д) 008, В), 

р.) 的 作用 下 ,ax*G@,) 的 变换 比 上 式 多 一 个 因子 exp[ + 1. 
如 果 S() 是 非 点 式 群 且 天 在 布 里 渊 区 表面 , 则 用 式 (9.94) 中 

商 群 S 伙 ) /分 的 代表 元 素 直 人 )8 8. ,加 ) 去 作用 的 结果 只 比 式 


(9142) 多 出 一 个 平移 表示 因子 exp[ – к ·• 11. 

二 , 格 波 模 及 其 基 矢 的 求法 

ДЫ Зп 2165.1,) 5355, НЕ (К) /Тоэ 805) /三 的 
代表 元 素 去 作用 , 按 式 (9.142) 可 以 作出 这 些 代表 元 素 的 表示 矩阵 
г 8,298 г0-858). 

为 寻求 格 波 模 , 常 只 需 知道 表示 特征 标 闪 (万 ,所 )。 这 很 易 作 
出 : 仅 当 式 (9.1 和 2) 给 出 的 基 矢 仍 全 4 6. 19| 8057-58 А, ,) 
关 0] 时 , 才 对 Xr б. ЖЯ, Ах...) #9. Ж, 
Хг (8, р,) х. (li+ PB,,P) 等 也 很 易 算出 ， 

得 到 波 矢 群 所 有 元 素 在 表示 下 中 的 xr 后 ,结合 波 矢 群 SG) 
的 允许 不 可 约 表示 (已 如 第 三 节 和 第 五 节 所 述 ) ЕВУ, ,就 
可 据 式 (2.58) 算 出 该 不 可 约 表示 被 包含 的 次 数 w ， Ашиг 
这 个 天 值 有 哪些 格 波 模 р реи (= 1,2, 1 二 2) 
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我 们 将 在 三 中 举例 说 明 ， А 

2. 振 模 基 矢 克 可 用 投影 算 符 法 由 аб 0) ЕН: 由 式 (9.128) 
知 , 求 格 波 模 的 关键 是 求 相应 的 振 模 总。 

Ехо, КЕЕ 8 伙 ) 的 允许 不 可 约 表 示 рё @,.},) 
的 特征 标 , 令 式 (9.137) 中 的 了 = 0， 则 可 接 标 准 的 投影 算 符 方法 从 
Зп СНЕ ОЗАН НЕЕ ЕВЕ о п. 例 如 ,从 第 (xs ) 
个 总 (5,0). 811138 (9. КАТ ат рч 
ЖЕЕ т (88): 


во) с Уж. 6, БУЙ 8.0) 0943) 
(а= х,у; н 个 值 ) 
其 中 ,? 为 k 点 群 PEK) 的 阶 ,N; 为 大小 群 8 03 08931 


S (k) 的 全 体 元 素 进行 但 是 ,属于 陪 集 779 ( 仿 ,5) 的 每 个 元 素 
9 б, Б, НК о (Ё, ,P ) 的 贡献 一 样 ; 


ж, +В, .9,)* -ехр( ёс. 1) х, ,2,)* 


~ 


- 


Б0-8.8,У416:0) =ехр – ік • ђр (Bb) 80) 
而 陪 集中 元 素 的 个 数 为 N ,所 以 对 同一 陪 集 内 元 素 的 求 和 得 到 М 
倍 , 它 和 式 (9.143 ) 分 母 上 的 N 消去 了 。 从 而 : 
13 CS)= эњё :39" 5 B,D ,0) (9.144) 
(х= х,у, 255 ЖО и 个 值 ) 


只 需 对 陪 集 代 表 元 素 g (pb,,B,) 的 作用 [ 用 式 (9.142)] 求 和 即 可 . 
利用 特征 标 ус 80 (4,3) 84 2, (不 同 #,m) 的 线性 组 

合 。 求 出 足够 数目 的 这 种 组 合 后 ,可 用 正 交 归 一 条 件 得 到 各 成 ,,,; 

车 不 用 特征 标 xi, 而 用 表示 的 对 角 甜 阵 元 直接 求 出 遍 w Да]. 
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用 上 述 方法 求 得 a 个 m 相同 ( 例 如 均 为 1) 的 基 矢 би 
(1=1,2,…4) 之 后 ,只 需 在 以 它们 为 基 的 4,x w 维 的 表象 中 对 角 
化 方程 (9.127) 中 的 矩阵 [ D ,就 可 得 到 а, Тод, НН, А 
于 所 要 求 的 精度 等 , 式 (9.125) 中 对 了 的 求 和 可 只 取 适 当 多 的 项 . 

三 , 空间 群 C2 例 

设 有 一 个 2 维 晶 体 (图 9.15), 它 的 点 阵 单 胞 是 了 型 正方 的 ， 
即 点 阵 原 胞 是 正方 形 。 卓 格 原 胞 包括 由 10 个 原子 组 成 的 一 个 基 
元 。 基 元 由 围绕 点 1 的 5 个 及 围绕 点 6 的 5 个 原子 组 成 ,其 中 1 
和 6 是 一 种 原子 ,用 “@ ”表示 ; 另外 8 个 是 一 种 原子 ,用 “O” 表 
示 。 易 见 品 格 的 空间 群 是 第 爱 节 中 讨论 过 的 群 C。?。 

我 们 在 这 10 个 原子 的 每 
一 个 上 固定 一 个 x 一 y 坐 标 系 ， 
Дикое? РЕ, 
由 了 标志 的 所 选 原 胞 中 , 总共 
有 20 个 如 式 (9.137) 所 示 的 
部 局 ) 作 为 表示 的 基 矢 给 出 
波 矢 群 5 代 ) 的 20 维 可 约 表 


жг). 
ж) Г.(3,,р,) 80 
图 9.15 “对称 群 为 C. 的 二 维 特征 标 дг. (3.2, 我 们 注意 
正方 晶 格 原 胞 在 群 C2 的 所 有 元 素 中 ,只 有 


Ж6(1,Ё )810(1,6,)80 不 为 零 它们 是 : 


х, Ё) =20ехр-& +1 

. (9.145) 
х0.) = – 1 +ехрій • (а,+2,)])ехр - к +1]. 

анж, Ежа, е 27е 9, Я 

ВК (2); 2, ІЛЕ А17, К (9.140) | 57-35 НТ /= (0,422), 
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故 为 (~ 2 зехр[ік • (2,+2,))]: exp[ 一 六 .六 是 平移 表示 因子 . 
下 面 讨论 不 同 大 点 的 约 化 : 
1.4 Г:К=0 
由 式 (9.14$) 和 表 9.4 得 到 条 及 工 的 约 化 为 : 


~ ~ ~ ~ 


8 500/т» С, E 5 2 сд бр б, бх 04 
Хг. 00-40 09000 
УЛ СГ”-21,-2Г,82Г,42Г,-6Г, 
2.83 М:К-(1/2,1/2) 
由 表 9.12 及 式 (9.145), 得 : 
взт 96,8) 66 Фрог) 28.2) 28.0) 06+1,,0) 
x 20 -20 -4 4 0 0 
约 化 : '=3р,+3р0,+30,+3р,+4р, (8р, М,:1-1-5) 
3. 一 般 点 :k= (К, »К,) 3 
群 SCK)/ 全 = 群 C,, 只 有 一 个 恒 等 表 示 工 ,(E), 故 
“оо Г7-20Г, 
4.55 А:К- (8,0) 
群 SK)/ 太 = 群 C。 Е 7 约 化 
Xr. 20 0  Г10А-4104, 
5: 5:8-5(8,.8,) 
同 4 Хананд, 
6:52:5-(12, А) 
由 表 9.13 及 式 (9.145 ) 得 : 
群 STR 06.8) (2) 4086) 8 化 
Хг. 20 2061)ехр- лк] 0 Г'=102,+102, 
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1.8 Х:5-11/2,0) 


由 表 9.14 及 式 (9.145 ) 得 : 
ет 8658) 9648) 90,2,) 862) 285) 069,,6,)--- ш 化 


这 个 晶体 振动 格 波 当 大 沿 TAXZMZT 变化 时 的 相 容 关系 图 、 
亦 即 其 色散 曲线 ( 见 下 节 ) 的 对 称 性 分 类 如 图 9.16 所 示 。- 


ттр 7 зз 
2021 = ооо зс 

зз = = 8) 

мж» «оч 0 ро 7779 оз 


图 9.16 Сох ново | 


第 十 一 节 ЭЕ: 态 密 度 和 选择 律 


实验 上 测 得 的 电子 唉 迁 光谱 或 声 子 睹 迁 光 谱 的 谱 强 或 谱 形 
(ИЕ Е 为 自 变量 ) 主 要 正比 于 态 密度 p(s) 和 了 唉 迁 和 矩阵 元 平方 
| 防 必 ,后 者 和 一 般 矩 阵 元 一 样 遵 从 若干 选择 定 则 。 本 节 主 要 以 声 
子 谱 为 例 简 要 讨论 晶体 谱 中 的 态 密度 和 选择 律 问题 。 


1) 本 图 引 自 [ 28] , 疑 有 误 _ 图 上 的 M,、M;, М, МЕКЕМ, М. М.М,. 
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一 , 声 子 谱 的 态 密度 和 色散 曲线 


1. 由 于 竟 体 含有 大 量 的 原子 (离子 ) 和 电子 ,因而 有 大 量 独立 
的 振动 态 和 电子 态 .这 些 态 都 是 空间 群 不 可 约 表示 的 基 矢 ,并 首先 
是 以 准 连续 分 布 的 波 矢 大 标志 的 。 所 以 ,在 谱 强 计算 中 所 涉及 的 
末 态 求 和 变 成 涉及 态 密度 的 积分 。 这 在 自由 度 不 大 的 系统 ,例如 
分 子 中 ,并 不 出 现 。 | 

N 个 天 在 倒 易 空间 (第 一 布 里 渊 区 ) 的 分 布 是 均匀 的 ， 由 式 
(9.20) , 其 密度 为 : МИ, = МУУ (2x);=V/ (2x), 其中,V 是 晶体 
的 体积 ,又 ,每 个 大 对 应 3n 个 独立 态 , 所 以 在 倒 易 空 间 的 态 密度 


р(к) = Зпу/ (2л)? (9.146) 


是 常数 ,和 天 无 关 。 可 是 ,实验 上 测 得 的 谱 多 以 能 量 s 为 自 变量 ， 
因而 需要 引入 以 e= йо 为 自 变量 的 态 密 度 p6) 或 p @)， 
显然 ,p @ ) 要 满足 : 


1, р (о )даг- Зи (9.147) 


2. 188] ас, 且 对 于 给 定 的 天 值 总 有 3n 个 振动 态 或 正则 
模 计 (4=1,2,… 3n), 所 以 ,如 果 以 第 一 布 里 济 区 某 一 特定 方向 
的 玉 作 为 机 坐标 ,以 ,为 纵 坐标 作 图 , 则 会 有 3n 支 ( 有 些 可 能 简 
ЭЕ от о, 优 ) 曲 线 , 称 为 色散 曲线 , 类 如 图 9%16 所 示 (ЕЕ 9.15 
的 二 维 唱 体 ,有 2n= 20 Ж). 

我 们 可 引入 各 支 的 态 密度 


38 
р©)=Ур, (ш) (9.148) 


их! 


р, @ ) 满 足 | р, (о)до= № (9.149) 
0 
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同时 р.) = И От)" (9.150) 
3. 选 定 一 支 色散 曲线 о К), 2 А7, 是 Ло, 范围 内 的 

态 数 , 则 
р,(0 )-- Иш А2, (9.151) 


Ао, -0 CD， 


在 大 空间 中 画 出 w, (0) = 常数 的 等 能 面 ,如 图 9.17 所 示 。 那么 ， 


图 9.17 能 态 密度 计算 


在 等 能 面 w, 和 о + Лоо, 之 间 的 这 体 中 的 状态 数 即 为 AZ, , 它 正 
比 于 壳 体 体积 : 


_ ~ V 22 
АХЛ (27) эн Фк= Qa Ў om do, “dk 


V 
== Oa) аас ак 


其 中 ат 为 等 能 面 的 元 面积 ,dk ;是 两 等 能 面 之 间 的 垂直 距离 , 即 
Ж io 方向 上 的 距离 ， 显 然 有 : 


Ао = [о Јак | 


3 2-1 Aw, И 40, 
所 以 АТ, (2r); баас, 1227 | Ga [aoj| 140, 
ү ас 
9.1 1 和 : = ——— 一 人 一 А 
КАЯ ОЛЯ): рио) отуза та р (9290) 


其 中 о, 人) 是 格 波 模 遍 的 群 速度 , 即 传播 能 量 的 速度 . 例如 在 
德 涛 近似 中 (认为 群 速度 为 常数 ,从 而 引入 德 浒 频率 wp ): 


故 Үсо- 7 


式 中 ,是 弹性 波 的 传播 速度 , 即 在 此 晶体 中 的 声速 。 
通常 ,在 式 (9.147) 两 端 除 以 Зп 使 归 一 化 到 1: 


| 4 @)dom=1 
0 


其 中 : gw)=p@w)/3nN 
从 而 | jdo=1U3n 
0 
Ү, do 
0, (9) = Gr) | ,wa 


4. 计算 态 密度 р (o ) 要 知道 w, 区 ) 色 散曲 线 ,这 是 不 容易 


88, 165408 ЭЭ гд ,可 使 o, 化 ) 的 计算 在 维度 较 小 
的 矩阵 中 进行 ,计算 还 必须 要 有 力 常数 的 信息 .实验 上 确定 色散 
曲线 的 方法 有 热 中 子 非 弹性 散射 等， 

由 式 (9.152) 可 见 ,在 Ўро 0 处 ,g, (wm) 出 现 极 大 ， 这 发 生 
在 =0 及 第 一 布 里 湖区 的 边界 上 , 易 从 图 9.16 中 明显 看 到 。 在 
这 些 点 的 对 称 性 很 高 , 因而 简 并 度 高 , 即 在 很 小 的 Aw 范围 内 ,能 
态 非常 密集 ， 如 前 所 述 , 谱 强 正比 于 态 密度 , 所 以 在 实验 光谱 中 ， 
g(o ) 出 现 极 大 的 o 值 处 ,通常 谱 强 也 表现 出 极 大 ,甚至 于 ,在 相当 
的 程度 上 ,实验 光谱 模拟 出 态 密度 谱 ， 因 此 , 常 有 人 用 计算 的 态 
ВЕТО АЕН, ВНЕ БЕ 2 4251-2547 
能 量 , 称 为 强度 理论 中 的 态 密度 近似 。 

实际 上 ,跃迁 矩阵 元 当然 是 依赖 能 量 的 ,并 且 还 包含 有 选择 律 ， 
即 有 的 跃迁 元 为 零下 面 我 们 从 群 论 角度 讨论 选择 律 问题 . 


二 , 布 里 渊 区 同一 点 的 选择 定 则 


1. 原则 
讨论 如 下 形式 的 矩阵 元 
СРМ > (9.153) 
其 中 ЕВАВАВИИЙВВ оо. (н-1,2, 8,781 уе, 
(т ‘= еп) ЛЕЖЕ 小 群 的 允许 不 可 约 表示 р? 
和 РЯ 5а 其 选择 律 有 二 : | 
(1 ) 仅 当 . | 13233 9154) 


时 矩阵 元 9.153) 才 不 为 零 。 式 (9.154) 表 未 等 于 或 等 价 于 ( 相 
х 天 ， 原 因 是 : 对 侍 中 保持 不 变 的 下 是 波 矢 为 零 (就 
第 一 布 里 测 区 言 ) 的 波 矢 群 $ 信 ) 5 的 不 可 约 表示 D™(t, RR,) = 
Г, (Ё, ) 的 基 或 者 属于 其 可 约 表示 D (е, ,) = ру ) 的 基 , 而 式 
(9.154) 给 出 的 是 平移 子 群 选择 律 。 注 意 Du Ф.К) =Г, (Ку) 


中 本 ,是 空间 群 5S 的 点 群 6 的 不 可 约 表示 , 此 式 说 明 亚 在 群 3 元 
ЖОС, КОНТЕ D/R, ) 可 按 T (КОЗЫ ИНЕ. 

(2) 条 件 (9.154) 满 足 后 , 尺 小 群 S(K) 的 其 它 元 素 导 致 进一步 
的 选择 定 则 : 仅 当 
a 9.155) 


入 和 人 


gm љ) 


不 为 零 时 ,矩阵 元 (9.153) 才 不 为 零 。 式 (9.155) 中 的 求 和 是 对 商 
群 S(k)/ 容 的 个 代表 元 素 0 (0,0) 进行 的 , 且 设 了 作为 商 群 
8 (1) /人 表示 基 矢 给 出 了 和 大 点 群 PK)[ 点 群 G6 的 子 群 ,和 群 
5 (0)/ 分 同 构 ] 的 可 约 或 不 可 约 表示 怎 阵 D’ (8,) 相 同 的 表示 和 矩阵 ， 
ЖИ д, (8) 为 该 表示 的 特征 标 。 这 个 选择 律 可 以 由 式 (4.40) 和 
(2.58 ) 证明 。 

在 电子 能 带 计算 中 的 晶体 势 了 人 G) 是 空间 群 变换 不 变 的 , 因 
而 它 作为 商 群 S(k)/ 分 的 恒 等 表示 基 矢 将 给 出 点 群 PKR) 的 恒 等 
表示 。 故 了 C) 仅 在 群 S 伙 )/T[ 因 而 群 SK)] 的 同一 种 不 可 约 表 
示 基 撩 之 间 才 有 不 为 零 的 矩阵 元 ;在 计算 格 波 频率 的 式 (9.127) 
中 , 式 (9.125) 的 Зп ӨВ) 也 是 平移 全 们 不 变 且 在 商 群 5 
伙 )/ 个 元 素 诱导 下 不 变 的 ,情况 相同 。 

下 面 我 们 举 一 个 对 四 保持 不 变 但 不 属 群 8(/тннээж 
示 的 例子 ， 

2. 例 :红外 吸收 

若 以 红外 波段 的 光照 射 晶体 , 幅 射 场 和 晶 格 振动 的 相互 作用 
可 使 一 个 光子 被 吸收 而 引起 一 个 或 多 个 声 子 的 激发 , 称 红 外 豚 
收 。 豚 收 前 后 的 电子 都 处 于 基态 。 | 

设 幅 射 场 的 标 势 @= 0 , 矢 势 ХНК Е, ШЖ о 的 平 
面 波 所 描写 : 


辐射 场 的 A= Xexpli (К • Ў 01)] (9.156) 
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从 而 电场 
BEC)= – 1 2А (194 уекррі (К-х г) (9157) 
с ot с 
上 式 含 有 时 间 г ,使 幅 射 场 和 晶 格 相互 作用 能 豆 (!) 作 为 微 扰 是 含 
时 的 。 
就 可 见 光 而 言 , 其 动量 绝对 值 


= о/с= 2л х 108ec-!/3x 10"сгавес”!А:2 х 10%тг! 


СЕ И У РА ЗЕ О ВВ 8. 02 х (10cm-0) 
(10-icm) =2x10-; 是 很 小 的 。 因 此 ,在 很 好 的 近似 下 ,可 以 用 原 
胞 中 心 1 处 的 幅 射 电场 代替 原 胞 内 各 点 的 电场 。 这 时 , 在 绝热 近 
ИТ, И Е 信 ,t) 和 处 于 平衡 核 构 形 (以 К, т) ЕВЕ 
晶体 间 的 静态 电 偶 矩 的 作用 能 为 ; 


0) = Убе, «Уй хех л 25 цар боо) 
" ! (9.158) 
其 中 对 下 3 的 求 和 遍及 存在 这 种 作用 的 晶体 区 域 ,而 2, 是 原 胞 中 
位 于 地 处 离子 的 电荷 数 , 产 8) 为 平衡 位 置 在 (1+) 的 离子 所 非 紧 束 
缚 着 的 第 j 个 电子 所 贡献 的 静态 矩 Д5 ( 民 ,), 设 此 电子 的 坐标 以 
Вол, 它 对 该 离子 平衡 位 置 (+3) 的 电 矩 是 依赖 于 核 构 形 К: 


R= BR (Әр. RA (9159) 
其 中 光 (, 肌 ) 是 电子 基态 波 函 数 , 核 构 形 页 改变 时 它 也 改变 ，。 
з йл (及) 对 平衡 核 构 形 忆 展开: 


В) = Уер) ) + (9.160) 
式 中 字 售 , ) 为 平衡 位 置 在 (人 +) 的 离子 的 位 移 矢 量 , 它 在 wx 方 
向 上 的 分 量 如 式 (9.117) 所 示 。 通 常 ,此 式 中 对 他 ,3 ) 的 求 和 只 取 
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人 含 ) 附 近 几 项 。 在 最 粗糙 的 近似 下 ,有 : 


(К) = д9-08620)20. ) (9.161) 


式 (9.158 89 ЯЕ НАУ, БЮЛ р 
射 场 的 作用 , ЕТУК ОТАК. ЗЕКЕ АЈА РЕЛЕ: 


ЇФГ(ЮЭНСОФ (К) (9.162) 
其 中 中 (Е). П 应 (r ) 为 ; 


启 ()= Хөхий» -ede D+ Leb Т) 96,0) 
Е іо) (9.163) 


上 式 中 含 时 因子 exp[ – іо] ЕВЕ Ф АБАКА 
能 量 守恒 的 5 函数 中 。 所 以 红外 吸收 的 跃迁 矩阵 元 为 


<Ф, BR)iFlo ()> = <Ф, (АИФ, (> • шэн (9.164) 


其 中 И= Уей ЬО, Т) г.Јеа8.Т) 09.165) 
证 7 


可 见 ,车 将 存在 这 种 作用 的 晶体 区 域 看 成 光波 场 中 的 有 限 大 
小 体系 , 则 当 晶 体 在 光 场 中 移动 Al 后 , 礁 会 乳 上 相 因 子 
exp[ 永 .Ai, 即 硼 是 一 个 以 光子 波 矢 СААЯ в, 同 
时 又 是 一 个 具 偶 极 矩 性 质 的 量 .实际 上 ,可 见 光 的 波 矢 Ck) 可 视 为 
零 。 因 为 晶体 第 一 布 里 济 区 的 线 度 @e| 和 2x/a> 10cm- ,是 光子 内 
的 十 万 倍 ， 于 是 ,前 的 变换 性 应 按 原点 工 的 波 和 失 群 5(0) 来 考察 ， 
结果 可 用 空间 群 的 点 群 G, 的 表示 矩阵 来 描述 。 由 于 它 具 侦 极 矩 
性 质 ,在 金刚 石 等 立方 晶体 中 ,是 按 О, ВО Г, (ВО Т) у 
示 矩 阵 变换 的 。 


- 446 – 


若 吸收 一 个 光子 后 只 产生 一 个 声 子 , 则 此 声 子 的 模 只 能 是 
Е=0. Вята (或 其 分 量 ) 有 相同 变换 性 的 (只 有 这 种 模 才 
是 红外 激活 的 ) 因为 正如 式 9.154) 和 (9.155) 所 指出 的 , 当初 态 是 
R=0 的 基态 时 , 末 态 lp; 区 > 在 群 5 О) тр 57 С, Л 00:35 
示 要 包含 在 lg, )> 所 属 的 直 乘 表示 中 ， 

例如 ,一 个 波 矢 不 为 零 的 某 种 模 被 产生 了 一 个 声 子 , 则 不 
会 等 于 天 了 ,不 满足 式 (9.154) 所 表示 的 动量 守恒 , 故 不 可 能 . 

若 在 式 (9.164) 作 用 下 吸收 一 个 光子 后 产生 两 个 声 子 , 则 这 两 
个 声 子 的 动量 和 必 应 为 零 或 倒 格 矢 j, 且 其 在 晶体 空间 群 
5 中 所 属 的 直 乘 小 表示 约 化 后 应 包括 群 $5 的 哪些 k=0 的 
以 电 偶 极 矩 算 符 为 基 的 (小 ) 表 示 , 即 群 G6 的 以 (х,у, 2) 
为 基 的 表示 。 


三 、 布 里 湖区 不 同 点 的 选择 定 则 
现 讨论 如 下 矩阵 元 的 选择 定 则 


< qh Бу, М > (9.166) 


ЯН оу 含意 如 式 (9.153), Ер, (11251348 
#5 @) 不 可 约 表示 рав. 


1. 8056-1734 22 нм юм ‚ ӨЛ67) 


矩阵 元 ЗҮҮГТЭ 这 是 因为 ву» вак» 
(07 0) РВК, 

2. ж (9. 167) 清 足 后 ， Эр міла (因而 
也 是 大 一 小 群 的 元 素 )8 依 ,8。) 将 决定 进一步 的 选 择 定 

设 9 (8,.р, ) 的 集合 构成 一 个 群 S。, 则 少 , 忆 和 9 作为 基 一 般 
нане аана то D3G ае 
应 用 式 2.58), 则 在 直 乘 表示 09: (Е, р) хр, р), жж 
ГЕ, р.) не: 
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аб, АУЕ, = Ух хє, 8..2.Уха, 8..0...) 9.168) 


28-23 


ХИВЭГ Р 8/Тэё в (В.р). 
故 第 二 个 选择 律 为 : 


仅 当 а (С.319:737) 40 (9.169) 
时 ,和 矩阵 元 (9.166) 才 不 为 零 。 显 然 , ч а= 0 时 式 (9.169) 化 为 式 
(9.155). 


例如 ,在 金刚 石 型 晶体 中 ,由 表 9.21 和 9.16 不 难 证 明 
1/ХГ,,-1, 41821, 


因而 ,例如 作为 Ti 型 基 的 初 态 消 在 工 ;型 的 算 符 下 作用 下 ,可 能 
ЭЭЖ 1,1,0 1,8 0ЖЖ оо. 5178 ХЭ 800(4- 
(1/2,1/2,1/2) #0] 的 一 种 允许 不 可 约 表示 ,而 (如 前 所 述 ) 可 见 
光 的 波 矢 可 视 为 零 ,因而 这 个 跃迁 不 可 能 是 由 纯 电子 ~ 光子 作用 
引起 的 直接 路 迁 ,而 只 可 能 是 波 矢 取 工 点 的 值 (1/2,1/2,1/2) 的 
声 于 参与 的 (协助 的 ) 间 接 唉 迁 , 


5) 题 
1 若菜 矢量 此 的 群 为 KK, 证 明 丰 的 星 内 任何 矢量 的 群 也 是 KK。 
2. 试 画 出 简单 立方 品格 沿 ГМ, МК. XM 和 XR 的 自由 电子 能 带 ， 并 用 
不 可 约 表示 为 它们 标记 。 验 证 表 910 的 相 容 性 关系 均 满足 ， 
3. 试 求 立方 群 0 在 点 工 跟 线 人 .人 和 工 之 间 双 值 表示 的 相 容 性 关系 ， 
4 在 空间 群 为 РтЗт (0, ) 的 立方 钙 詹 矿 晶 体 ABX 中 ,原子 在 不 列 位 置 : 
1411 
В:0,0,0: 
Х:0,0, 410, 4-,0:4-0,0 
求 出 R=0 时 简 正 模 的 可 约 表示 ,再 把 这 个 表示 约 化 成 不 可 约 表示 的 和 ， 
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附录 I 


32 种 点 群 的 特征 标 表 


在 这 些 宸 中 我 们 总 是 把 每 一 种 点 群 的 符号 写 在 每 个 表 的 左上 
角 。 对 称 元 素 在 特征 标 表 中 总 是 按 类 归 类 的 ， 并 采用 能 夫 利 斯 符 
号 。 这 种 符号 本 身 就 给 出 了 分 类 的 类 型 。 不 可 约 表 示 采 用 Mulli- 
ken 符 号 或 化 学 符号 .一 维 不 可 约 表示 标 以 字母 4 或 P, 二 维 不 可 
约 表示 标 为 正 ， 三 维 不 可 约 表示 标 为 了 (有些 作者 用 已 ?。 含 有 反 
演 中 心 的 点 群 再 加 上 肚 标 g 和 wu。 在 反 演 操 作 下 ， 如 果 不 可 约 表 示 
是 对 称 的 (变换 为 自身 的 + 1 倍 )， 则 所 加 脚 标 是 0( 偶 )， 如 果 是 反 
对 称 的 ， 则 所 加 脚 标 是 x( 非 偶 )。 数 字 牌 标的 说 明 ， 可 参阅 Wil- 
son、Decius 和 Cross 的 著作 附录 10。 许 多 关于 群 论 方面 的 书 都 有 
特征 标 表 的 详细 说 明 ， 例 如 Burns 著 作 中 的 第 4-2 节 。 | 


хий Е 


Кс] Е | Sy 


а. 


МЛ 
ху, хг, ус? 


4 1 1 х, у Rs ( ey х 
А? 1 -1 г, Re, Ry Уг, хї 
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2, Р, 


х, У, Ёк, Ry 


ё жехр(2:1/3) 


2, Р, 
ху Бу 


х-іур Rs-iky 


х2 + у?, 22 


(х? - у?, ху) 
(уг, ха) 


Са) С. 2 


г, Р, х2+у2, 22 


X2 -~ у?, ху 


х+ іу К+) (уг, ха) 


х-іу, Rx-iRy 


ё =ехр(2л1/6) 


А хї.у?, 22 
В 
Е х+іуу В. +15 

! Х-іу; Би) (х2, уг) 


(х2- у?, ху) 


2Ca(z) За, 


х2жу?, 23 


(х,у) №, Бу) | (х2- у?, худ (ха, уг) 


2С,(2) С, 20, 204 


ха+у?, 22 


4 
В, х? у? 
В, ху? 


(х2, уг) 


(х,у) ‹К,, Ry) | (хг, уг? 


(х2, 一 у?, ху) 


С.„@ 


2/ тС зл) 


ӨС)» | Е Саба) C3 од Ss Ss 8 =ехр(2л1/3) 


(х, уд) 


р 


223(О,) С.(2) СУ» С,(х) 


А, 


А4, 
В, 


х2 - у? 
ху 
(х2, уг) 


2..6 


42т00.0) | Е 25, С,(2) 2C8 20а 


х2 4+ у?, 25 


х?- у? 
ху 
(хг, уг) 


(х, у) ‹Р,, Ру) 


(Rx, Бу) 


2 
(х, у) 


0.8 


С.(х) і о(ху) о(хг) о(уг) 


бт 1054) 


~ 
b 
мм 
3 
b 
сэ 
ЫЈ 
5 
ч 
л 
е 


Е 2С,(г) С. 201204 1 


4/ ттт 
(Deas) 


(Rr, Ку) (х2, уг) 


1-1-1-1-1-1 


-1-1-1-1 


-1 


30 30, 


209 2Cs Ca 3C4 3С1 1 25,25, (9%, 


6/ ттт 
(De:) E 


0 ‹Р,, Ry) (х2, уг) 


0 


1-1-1-1-1 41-1 
1-1-1-1-1-1-1 


1 


1 


Ca(z) 53 


А 
2 
х+іур Р. +: 

х-іуу RiR) 


хї.у?, 22 
"42-35, ху 


(х2, уг) 


ёл ехр(241/3) 


х2+у2, 22 


(х2 ~ у?,хуу(хг, уг) 


е = ехр(2л1/3) 


х2+у2 +22 


(х? ~ у?,222- ҳ?„ угу 


(х,Уу,2), (К, Ку, Re) | (хуз х2, уг) 


Е 
1 


-1 


Л, 1-1 
1-1 
Е, 
” |, es г 1-1-25-г 21 
Т, 0 -1-3 
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4 
30(Т,) 8С, ЗС, 65, во, 


а 
х2 + уё +22 


(2zz- 
2%- х2- у2,х2_ уг) 


(Rs, Ry, Ry) 
(х, y,2) 


(Xxys X28 уз) 


432(0) | Е 
8С, 6С: 6С, 3С,(ё Са) 


2 
X2 十 了 2 十 Z2 


2 
(55-у2,222-х3. уз) 


ру... 


У.а) 


(ху, х2,У2) 


х2+ у2+ 22 


(222 - ҳ2 _ 
у2,ха- у?) 


(Rx, Ry, Rs) 


(хї,уг,ху) 


(х, У,2) 


以 上 各 表 中 的 不 可 约 表 示 ， 我 们 所 使 用 的 都 是 Mulliken 符 
导 。 下 面 举 几 个 例子 ， 将 Mulliken 符 导 和 Вее 符 导 以 及 Bou- 
ckaert-Smoluchowski~Wigner 符 号 作 一 个 对 黑 。 


Г»1 | Гэь | 


Mulliken Bethe BSW Mulliken Bethe BSW 
《化 学 符号 》 " 《化 学 符 导 ) 
Ав її Г, А,, г: м, 
4. rs Te 42, Г: м, 
Е, г; Г.г Ву, Ts Ms 
Ту, Г: Tis Bs, Ts мМ. 
Т,, rs Газ Е, г; Ms 
4. г; И Ав Ti М! 
А.а Г: rs А.т Ts м? 
7 Р. Г; ‘a Bis Г: Ms 
Tis Ta Г.в В.и Г: МА 
Т.м Г; Гав Es Ts А 
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附录 11 


230 种 空间 群 


(空间 群 符号 下 面 划 线 的 是 点 式 空间 群 ) 


”这 里 ， 用 空间 群 序号 、 熊 夫 利 斯 符号 、 标 准 的 简 路 国际 符号 
和 标准 的 完全 国际 符号 列 出 了 230 种 空间 群 。 空 间 群 序号 下 面 划 
一 直线 表示 它 是 点 式 空间 群 。( 选 自 国际 表 p。545.) 
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y 轴 是 唯一 和 轴 


2834 49-13 
(第 一 种 定向 ) СА) 


рг = а к 
ам млн иеше ханна мхи Жене 208 
ЕБ | Я 
号 п ул 号 | 符 号 | 号 8 808 号 | 符 9 
16 | 0033-1371 | P222 | P222 41 101 АЬа2 | Яаг 
17 | 03-12 | Р222, P222, 42 |С1 Етт2 |Fmm2 
18 | Das Уз | Р2,2,2 | P2.2,2 43 |С99 gddz |БЕаа 
19 | 123» 5 | P222, | Р?,2,2, | 4 си lmm2 | 1тт2 
20 | 08. 5 | C222， 1 С222, 45 |С! 162 | ЈЬаг 
21 | 084139 | C222 C222 44 |СЕ Imdz | та 
22 | Ві. ит | F222 F222 47 |0, = И! | Pmmm р 3 3 
23 | D3= Ve | 1222 I 322 
А у 222 48 рь "и? Рипп .- Ре вж 
24 = Иә | 1212,21 | 124342 
5 шин шин 49103, ИЗ | Рест р2 2 2 
25 | Cl Ртт2 Pmm2 с ст 
222 
26 | CE Ртед: | Pme2, 5 Шъ ир Рн Рок 
27 | Ca Рес2 Рс? 51 |0. ир | Pmmo рі 3 3 
23 С3, Рта2 Рта? 52 0%, . 2: Рияа Р? м 3 
29 | С3, Рса?, Pea2， 313 
53 Dy, а VY Pmna Р2 2.3 
0 | С3, Рис2 Рп? ти с 
2 2 
31 (9) Ртп2, | Ртп?2, 54 10, иф) Реса РЫ сж 
э | СЗ, Pboz | Pio2 58 Ш, Ур) Рют |Р 212 
33 сз, РваЗ: Рпаз, 56 ри - (4 | Pecn Pi 2,3 
4 | Се Рип? Рап? ри Р : М М 
57 = И14{ Phicm 1Р2 2: 2. 
35 | СИ Стт2 Стт2 х-и ™ Бет 
| 2 
36 | СИ Cmc2， Comc2， 58 [DB = Vi Рант Pa Ey 3 
37 | Сі Сер | Сесз 59 [DIV Рини |Р2: 2: 2 
14 
下 | 全 БД ГС НЖНТГЭГЛЛЧТЭГЭНШГ 33 
38 | Су АБт2? АЬт2 . раз 222 
. 61 03-Р! 218, 
40 | Cl | датаг | Апа ! |е) Реа Р oo 


жи 
вэ 


简略 国际 | 完全 国际 
E 号 | 符 号 


能 尖 利 斯 МаК | 完全 国际 
Ф 号 | 符 号 | 符 号 
: Е 


РЫ) бо ев 77 
222 222 
Сас т и FIdd 
222 222 
Ci са Гн тт 
222 222 
Са т т Г5 ат 
222 222 
Ce ст ГБ 4 
C2221 1222 
тт а | тт а 
2221 

Се са | 


а b C 
号 | өвөр 


《& 土 b) 


(atb) (77 abcl (at+b 
(bia)c ` (标准 的 ) | (тас 


САт2 
С2с2 | 
С1їтэ, 
Сїсэ, 
Сїгт 
С42с 
Ca2b 


Ci2n 


Е42т 
Fad2c 


Fam2 


Fid2 


29 


Р4/ттт С4/ ттт 


Р4/тсс 20 СаА/ тсс 


"у 


В:| 


Рајт Са/птб 


Р4/ппс Са/псп 


cf ајә сә оро Bim 
јә ofw ээ оЇме ајә ol Bim 


Р4/тбт С4/тть 


"Ю 


У 
хра 1» 3|» аја аја Зл. 2 »» 


8 
ын 


РА/тис Са4/ тсп 


3 ар? ор ајә os ом ls 


le of 3[ю ојә [ә о[е 4 ю 


站 


Р4/птт Са4/птт 


1 


Ял 


空间 | АН 

ял 

号 符 5 
23 


как яз 完全 国际 符 号 


абсо ИЕА) | аз Ю(тайс| а “10183 та) 


т 


с 
Рд/псс С4/псс 31 3 C4 3 Е 
Ра, ттс Са, / тст ро 2. 3 4 2 
Ра, тст САш/ ттс ps 3 2 2 3 
Ра, /тіс Chaz/ncb ра 4 3 3 4 
Paz/anm | | Cas/nmn ры 2 2 2 2 
Р4,/ тус С4а/ тсЬ Pa 2 3 3 а 
Р4,/ тпт Сатти рі Е: 2 2 а 
Р, /птс С4,/пст Ра Е 2 2 1 
Pla/nem Cha/nme рб ы 2 2 Е 
14 ттт Еа ттт 14. 2 2 2. 2 
14/тст Еу ттс 于 2 2 2 3 
Iaamd | Ев/адт 34 44 
14а/аса Еу/аас 11 3 3 5 3 


三 5 А Ж 


ан мни ман | 党 全 国际 ан мхи птн “完全 国际 

: | ! ! | 

号 符 号 ; 符 БИЕ: 号 | 号 238 号 | 符 号 | 符 号 

Ї 
155 3 R32 | | 162 03, Рут РЗ 12. 
1 рч 

16 | Сз, | Рат] 163 | 28, | Рие | РИ2 

157 C3, Рз1т Е 2 
164 03, РЗті PS 

158 С3, Рзе1 ЕН 2 

160 3, | Ram (166 | 03, | Rim R32 


29 2 2 

177 | Д Рв22 191 Ds, P6/ ттт Р етт 
2 

ив | Dé Pe'22 192 | 03, | Рб/тсс рё. 22 

179 08 Рв»22 А 6.2 2 

193 LD Pes/mem P-- 2. 2 

180 | Dé Рв,22 Ш мини 

6:22 

тс 


181 | р P6.22 | 194 | Dé | Pes/mmo РД 


立 л 8 45 
空间 
ОТ 


х | 简略 国际 完全 国际 ан ваа | 简略 国际 | 完全 国际 
п ”号 | 符 号 | 符 号 | 号 | 符 号 | 符 号 | 符 号 
5 Т' P23 | 08 


14:32 


| 
T2 . | F23 . | 215 
| 


2- 
Р 5 
2- 

Pa 4,2 
ЕЗ3 Рт 
? р4. 42. 
下 了 пп 
р“32. 
125 тя 
т р“32. 
рің пт 
4.2 
у Рип 
й ғ&42 
тс 
Зүй 
Еа 
4..2 

гаг АГ 
4,2 
Гат 
4,, 2 
г2%9 
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